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' 我 非 线性 力学 的 观点 ， 谢 析 耳 表现 在 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 、 天 文学 以 及 地 学 
中 的 各 种 复杂 现象 的 个 性 和 共性 。 内 容 涉及 分 贫 ， 突 变 、 浑 光 、 耗 数 结构 、 分 
数 维 、 协 同学 和 细胞 自动 机 等 多 种 非 线 狂 力学 中 的 全 困 饶 念 。 

杰 书 内 容 较 金 面 ， 讨 论 风格 深入 浅 出 ， 较 易 通 流 ， 适 合 王 各 类 理工 科 专 业 
芍 大 学 生 、 研 究 生 以 及 科技 工作 者 阅读 ， 也 是 一 本 有 关 专 业 的 研究 生 教学 参考 
省 。 


非 线性 动力 学 和 复杂 钢 久 
刘 式 达 刘 式 适 5 囊 著 
襄 系 重庆 床 出 牙 


《北京 西关 白石 桥 路 外 呈 


北京 阔 峰 山 印刷 厂 印 别 
气象 出 版 社 发 行 各 新 华 书店 经 代 


开本 ，787x 1082 1/32 印 米 ，8。125 沪 数 ，175。5 千 字 
1989 年 12 月 第 一 版 ”1989 年 12 月 第 一 次 印刷 
印 数 ，1 一 1500 ”定价 :1.75 元 
ISBN 7-5029-0266-X/P.O.0012 (〈 课 ? 


中 


前 


多 年 的 教学 和 科研 工作 使 我 们 您 会 到 ， 非 线性 动力 学 对 
于 解决 在 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 、 天 文学 和 地球 物理 学 中 所 
遇 到 的 各 种 复杂 现象 和 问题 有 重大 的 意义 。 

本 书 的 月 的 在 于 让 读者 了 解 非 线 性 动力 学 研究 的 主要 谨 
题 和 解决 自然 界 各 种 复杂 现象 的 可 能 途径 。 

本 书 较 全 面 地 介绍 了 非 线性 动力 学 的 主要 内 容 ， 分 贫 、 
突变 、 协 同学 、 浑 汪 、 分 维和 细胞 自动 机 等 ， 并 分 析 了 各 种 
复杂 现象 的 个 性 和 共性 ， 全 书 力图 深入 浅 出 ， 着 重 物理 概念 
和 几何 图 象 。 

全 书 共 分 十 章 。 第 一 章 介绍 在 自然 界 存 在 的 一 些 复杂 现 
象 并 剖析 了 它们 的 共性 ; 第 二 章 较 仔细 地 分 析 了 一 些 复 杂 现 
象 产 生 的 原因 ， 并 简 述 了 Prigogine 的 耗 散 结构 学 说 ;第 三 
章 从 相 空间 角度 分 析 了 非 线性 动力 系统 的 基本 形态 ， 其 中 着 
重 说 明 吸 引子 的 概念 和 特征 : 第 四 章 到 第 九 章 分 别 介绍 了 非 
线性 动力 学 的 主要 内 容 ， 它 包括 分 岔 , 突 变 、 协 周 学 、 浑 沌 、 
碎 形 和 分 数 维 、 细 胞 自动 机 ， 第 十 章 综合 了 各 种 研究 非 线性 
系统 的 方法 ， 并 给 出 了 一 个 大 气 汕 流 模型 ， 说 明 非 线性 动力 
学 方法 的 应 用 。 

本 书 的 编写 较 广泛 地 参考 了 国内 外 非 线性 研究 的 论著 ， 
其 中 不 少 是 近 十 多 年 的 研究 成 果 ， 由 于 涉及 内 容 较 多 ， 纺 写 
时 间 较 夭 ， 加 之 水 平均 中 ， 难 绝 有 错误 和 不 当 之 处 ， 希 望 读 
者 给 以 指正 。 
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第 一 章 ”自然 界 的 复杂 现象 


现在 已 是 20 世 纪 的 末期 ， 探 索 大 自然 、 飞 向 字 密 、 揭 开 
生命 科学 的 奥 一、 使 破坏 了 的 环境 重新 清洁 起 来 已 经 成 为 我 
们 的 主要 目标 。 为 了 实现 这 个 目标 ， 科 学 将 日 益 发 挥 重要 的 
作用 。 

人 和 们 对 事物 的 认识 总 是 由 浅 型 深 的 ， 而 且 卫 着 科学 技术 
的 发 展 ， 认 识 还 在 不 断 的 深化 。 我 们 所 处 的 年 代 ， 科 学 本 身 
也 正经 历 着 重大 的 变革 。 以 往 科学 的 发 展 使 人 们 莉 醉 于 自然 
界 的 和 谐 与 完美 之 中 。 我 们 似乎 形成 了 这 样 一 个 概念 ， 这 就 
是 任何 复杂 的 自然 现象 ， 我 们 总 可 以 找到 一 条 伪 单 的 规律 或 
用 一 组 确定 的 方程 来 捷 述 。 物 理学 家 几乎 一 致 认为 宇宙 的 基 
本 定律 星 决 定性 的 和 可 送 竹 的 。 牛 顿 第 二 定律 
dx -下 
dr 
是 这 种 观点 区 代表 。 上 式 中 m 表 示 质 量 ,x 是 质点 位 置 向 
量 ，v= 全 、 吉 = 人 说 分 曾 是 速度 向 晤 和 吉事 度 向 量 ， 
了 是 外 力 。 在 上 式 中 若 将 时 间 ! 反 转变 为 ! = -+， 那 么 它 的 
形式 并 无 变化 。 这 就 是 说 ， 过 去 和 将 来 起 着 完全 相同 的 作用 
(可 北 性 )。 根 据 咎 顿 第 二 定律 ， 事 物 的 演化 ( 即 质 点 的 位 
置 x 变 化 ) 完 全 由 初 条 件 决定 (决定 性 )。 正 如 著名 物 理学 家 
拉 普 拉 斯 所 说 ， “只 要 给 我 初 条 件 ， 我 就 可 以 决定 未 来 的 一 
当 "。 多 么 完美 的 自然 ! 爱 因 斯 坦 的 相对 沦 正 是 这 各 时间 和 
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空间 高 度 对 称 性 的 产物 。 

事物 果真 是 如 此 简单 的 演化 吗 ? 时 空 果真 是 如 此 对 称 
吗 ? 复杂 、 多 样 化 和 不 稳定 的 自然 界 本 身 就 是 最 好 的 回答 。 
在 这 个 复杂 的 世界 上 既 可 以 发 现 可 逆 性 ， 也 可 以 发 现 不 可 道 
性 的 事物 演化 ， 下 面 我 们 将 看 到 扩散 过 程 和 化 学 反应 就 是 不 
可 道 的 过 程 。 除 了 决定 性 的 现象 还 有 随机 性 的 现象 。 统 计 力 
学 的 研究 虽然 还 认为 未 来 是 可 以 预测 的 ， 但 只 是 在 统计 意义 
上 来 讲 的 ， 量 子 力学 的 “ 测 不 准 原理 ”已 经 告诉 我 们 未 来 的 
有 些 量 是 不 能 预测 的 。 象 生物 那 种 在 形态 和 功能 上 最 复杂 最 
有 组 织 的 物体 ， 其 基本 形成 过 程 本 身 就 是 不 可 逆 的 和 随机 
的 。 正 象 著名 物理 学 家 普 利 高 津 (Prigogine) 所 说 :“ 许 许 
多 多 塑造 着 自然 之 形 的 基本 过 程 本 来 是 不 可 逆 的 和 随机 的 ， 
那些 描述 基本 相互 作用 的 决定 性 和 可 逆 性 的 定律 不 可 能 告诉 
人 们 自然 界 的 全 部 真情 ”。 

普 利 高 津 的 “ 耗 散 结 构 ” 学 说 的 提出 ， 对 时 间 的 对 称 性 
发 生 了 疑问 ， 为 研究 自然 界 不 可 逆 的 复杂 现象 提供 了 新 的 
理论 依据 ， 因 而 1977 年 普 利 高 津 获得 了 诺 贝 尔 奖 。 浑 沌 
(chaos) 学 说 的 提出 ， 对 “决定 论 ” 以 巨大 的 冲击 ， 长 期 
不 能 解决 的 洪流 现象 ， 又 从 幻想 中 找到 了 希望 。 这 些 学 说 大 
大 丰富 了 我 们 对 事物 演变 的 认识 。 如 果 “ 未 来 已 经 包含 在 过 
去 之 中 ”， 那 么 我 们 还 要 研究 什么 新 的 现象 呢 ? 如 果 “ 未 来 
都 是 确定 性 的 >， 那 还 谈 得 上 变化 的 多 样 化 的 世界 呢 ? 新 的 
观点 正 把 科学 家 们 的 热情 引导 到 去 探索 复杂 的 世界 ，“ 未 来 
并 不 完全 包含 在 过 去 之 中 ”。 正 象 普 利 高 津 和 尼 科 里 斯 (Ni- 
colis) 说 的 ， 代 车“ 未 来 即 意味 着 将 来 ”的 观念 结构 ， 我 们 
正 步 人 一 个 世界 ,在 这 里 未 来 是 不 决定 的 ,时 间 是 一 种 构造 ， 
我 们 所 有 的 人 都 可 以 参与 其 中 。 
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除 耗 散 结构 、 浑 息 学 说 以 外 ， 分 贫 (bifurcation) 理 
论 , 汤姆 (Thom) 的 突变 (catastrophe ) 说 , 蒙 德 布 罗 
(Mandelbrot) 的 分 数 维 (fractal onilony 学 说 ， 哈 
肯 〈Hakcn) 的 协同 学 (synergetics)， 沃 尔 弗 兰 (wolf- 
ram》 的 细胞 自动 机 (cellular automata) 正在 互相 深 透 
和 补充 ， 形 成 一 门 研究 复杂 现象 的 学 科 一 一 非 线 性 动力 学 。 

§ 1 物理 学 中 的 复杂 现象 

我 们 观察 一 支 燃 着 的 香烟 ， 在 平稳 的 气流 中 缓 缓 开 起 一 
继 烟 气 ， 突 然 卷 曲 成 一 团 剧烈 扰动 的 烟雾 ， 四 处 飘散 。 打 开 
的 自 突 水 先是 均匀 而 流 ， 然 后 却 水 花 四 活 。 一 个 风 和 日 丽 的 
了 晴天， 很 快 却 来 了 暴风 又 雨 。 一 架 装 有 最 先进 气象 雷达 的 飞 
机 ， 飞 行 中 穿 过 看 不 到 但 能 感受 到 的 洋流 时 ， 象 爆 米 花 似 地 
颠 得 起来。 全 世界 每 年 有 百 万 人 突然 死 于 心脏 病 发 作 。 生 物 
体 的 自我 复制 或 遗传 产生 多 样 化 的 生物 形态 。 这 一 切 现象 都 
说 明 自 然 界 的 现象 是 非常 复杂 的 ， 正 象 1982 年 诺 贝尔 奖 获得 
者 威尔逊 《Wilson〉 所 说 ;“ 天 气 的 变化 ， 飞 机 的 飞行 , 石 
油 在 地 下 输油管 里 流动 ， 无 不 包含 善 紊乱 ”。 他 在 这 里 说 的 
紊乱 就 是 指 的 复杂 现象 。 

自然 界 的 演化 过 程 常 常 导 致 种 类 繁多 、 功 能 多 样 、 结构 
复杂 的 形态。 下面 先 给 出 几 个 物理 学 中 的 例子 。 

[ 例 1) 贝 织 (Benard〉 对 流 问题 

这 是 研究 热 对 流 和 大 气 坏 流 的 基本 问题 。 一 流体 薄 层 为 
两 无 穷 长 平板 隔 开 《图 1.1)。: 设 上 下 板 的 温度 分 别 为 了 :和 
了 ,。 若 了 ,和 7 了 Ts 相同 ， 即 AT = 了 7 了, 一 了 ,= 0， 那 么 流体 所 有 
部 分 温度 均 相同 ， 且 与 上 下 板 温 度 〈 即 环境 温度 ) 相同 ， 此 
时 体 么 和 环境 没有 热量 交换 ， 即 体系 处 于 平衡 态 。 若 有 人 把 
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图 1.1 贝 纳 对 流 


手指 在 下 板 放 了 很 短 的 一 瞬间 ， 这 时 板 的 局 部 温度 将 发 生 瞬 
时 变化 ( 即 产 生 一 个 扰动 或 涨 落 ) ,但 由 于 系统 处 在 平 沉 态 ， 
这 个 涨 落 并 不 会 发 生 作 用 ， 温 度 很 快 趋 于 一 致 

现在 ， 若 从 下 板 加 热流 体 层 ， 即 以 热 的 方式 向 体系 输入 
热量 ， 这 册 平 衡 条 件 A7 = 0 被 破坏 ,导致 A7T=7,-7,> 
0 。 在 AT 很 小 时 ， 体 系 从 下 板 向 上 板 输送 热量 ， 热 法 再 从 
上 板 扩散 到 外 界 以 保证 Ti! 不 变 ， 这 种 现象 就 是 热传导 。 和 平 
衡 态 相 同 的 是 流体 仍 处 于 简单 的 静止 状态 ， 和 平衡 态 不 同 的 
是 涛 度 由 下 板 到 上 板 呈 线性 分 布 。 

若 增加 AT7， 体 系 离 平衡 态 愈 来 人称 远 ， 当 A7 超过 某 一 临 
界 值 以 后 ， 流 体 便 从 静止 状态 突然 开始 作 整 体 的 对 流 运 动 
《图 1.1) ， 对 流 泡 沿 水 平 轴 连 续 旺 现 顺 时 针 旋转 〈 右 旋 ) 或 
逆 时 针 旋转 (左旋 )。 这 就 把 原来 静止 的 对 称 性 破坏 了 ， 而 
形成 左旋 右 旋 相 间 的 对 称 破 缺 状态 。 和 平衡 态 时 不 同 ， 小 的 
涨 落 不 再 被 衰减 而 是 被 体系 放大 ， 使 原 有 的 静止 状态 失去 稳 
定性 ， 而 分 岔 出 热 对 流 的 状态 。 这 里 我 们 还 应 该 注意 ， 由 于 
涨 落 的 随机 人 性， 给 定 的 空间 区 域 流体 可 能 是 右 旋 也 可 能 是 左 
旋 ， 这 就 是 解 的 多 重 性 。 而 且 左旋 和 右 旋 的 对 流 泡 之 问 有 强 
烈 的 关联 作用 ， 互 相 协调 一 致 形成 对 流 状 态 。 

对 流 状 态 形成 以 后 ， 若 AT 再 增加 ,就 会 出 现 满 流 形 
态 ， 这 种 形态 似乎 看 起 来 不 规则 ， 但 其 内 部 有 极其 复杂 的 已 
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相似 结 检 :。 

[ 例 2 J] 卡 曼 (Karman) 深 街 

这 是 流体 力学 的 重要 问题 。 一 个 半径 为 了 的 无 穷 长 圆柱 

UL 

放 在 流速 为 吕 ， 粘 性 系数 为 的 流体 中 。 当 雷 诺 数 Re= -7 
较 小 时 〈 实 际 上 就 是 来 流速 度 芯 较 小 )， 柱 后 面 的 流 体 运动 
v(t) 是 定常 的 。 当 Re 数 增 大 到 超过 某 一 临界 值 后 ，v (1) 就 是 
周期 运动 。Re 再 大 ， 柱 前 面 开 始 从 左右 两 侧 分 离开 两 两 间隔 
反 向 的 涡 旋 ， 称 为 卡 曼 涡 街 。 不 断 增 加 Re 的 结果 ，v () 就 变 
成 客流 运动 。 图 1.2 表 明了 不 疗 Re 数 时 的 运动 形态 ， 


Inp (w) 


图 1.2 中 还 附 有 时间 序列 v(t) 及 相应 的 功率 谱 P(。)， 以 
此 表明 形态 的 不 同类 型 。 大 气 中 沿 见 到 整齐 间隔 排列 的 云 ， 
连续 不 断 排 列 成 长 条 ， 称 为 “ 云 街 ”， 它 和 卡 曼 涡 街 很 相似 。 

[5 例 3 3 激光 器 

带 有 两 个 反射 镜 的 握 灯 照 尉 的 红宝石 激光 器 ， 能 县 滞 发 
原子 发 光 。 当 饼 灯 能 通 量 小 时 ， 发 射 光 的 电场 强度 构成 一 个 
随机 波 〈 图 1.3)， 当 功率 超过 某 个 临界 值 以 后 ， 发 射 光 则 是 
正弦 波 ， 功 率 再 大 便 放射 极 短 的 脉冲 ， 当 脉冲 随时 间作 周期 
变化 时 ， 汶 在 空间 上 就 形成 一 个 孤立 子 (soiiton)。 


E 
(b) 正 怠 波 
E 


(a) 随机 波 


(4d 站 叉 空 子 


(c) 脉冲 
图 1.3 激光 器 电场 强度 随 通 量 的 变化 


$2 化 学 中 的 自 组 织 现象 


长 期 以 来 ， 化 学 家 们 总 是 相信 ， 无 论 经 过 任何 化 学 变 
化 ， 一 个 类 似 于 平衡 态 的 均匀 的 、 不 随时 间 变 化 的 状态 最 终 
总 要 出 现 。 人 细 虽 再 一 所 全高; 反而 怀疑 实验 它 原 
因 。 实 际 上 这 种 情况 常常 出 现在 孤立 系统 中 的 化 学 到 | 
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如 在 反应 中 人 允许 以 未 局 速率 向 体系 输入 反应 物 或 输出 产生 
物 ， 出 现 的 情况 就 完全 不 同 了 。 最 典型 的 名 子 就 是 贝 洛 索 夫 
一 札 博 廷 斯 基 (Belousov 一 Zhabotinski， 简称 BZ) 反 应 。 将 
硫酸 饰 Ces (SO,),, 丙 二 酸 CH, (COOH), ,省 酸 钾 民 BrO, 化 
全 ,结果 发 现 产 生物 的 浓度 随时 间作 周期 变化 。 一 会 儿 呈 红 
色 (产生 过 县 的 Fe2z+ 离 子 或 Ces+ 离 子 )， 一 会 儿 呈 蓝 色 ( 产 生 
过 量 的 Fe3+ 离 子 或 Ce:+ 离 子 ) ， 一 会 儿 旺 红 ， 再 一 会 儿 又 变 
蓝 ， 象 钟 摆 一 样 作 规则 的 时 间 振 荡 。 这 类 现象 称 为 化 学 振荡 
或 化 学 钟 ， 有 时 也 会 观察 到 非 周 期 的 过 程 ， 这 就 是 化 学 洲 
流 。 在 某 些 条件 下 ， 成 分 的 浓度 在 空间 上 也 很 不 均匀 ， 形 成 
很 多 漂亮 的 花纹 (图 1.4)。 这 十 分 类 似 于 发 生 在 生物 体 中 的 
生物 所 水 和 生物 形态 现象 。 

另 一 个 例子 是 胶体 化 学 中 的 周期 沉淀 现象 如 果 将 碘 化 
钾 溶 波 加 到 含 硝酸 银 的 胶体 介质 上 中， 在 某 些 实验 条 件 下 ， 形 
成 的 碘 化 银 沉淀 的 分 布 并 不 是 均匀 的 或 单调 变化 的 ， 而 是 一 
: 染 条 规则 间 陋 的 带 或 永 〈 图 1.5)， 这 样 的 环 叫 利 色 根 环 。 


图 1.4 札 捕 延 斯 基 花 纹 - 


8$3 生物 系统 的 复杂 功能 


大 家 知道 ， 生 赣 体 (包括 人 类 ) 是 自然 瑞 中 种 类 繁多 ， 
功能 复杂 、 形 态 多 样 的 最 有 组 织 的 物体 。 生 物 确实 是 在 远离 
平衡 态 能 条 件 下 生存 的 ， 一 个 生物 作为 一 个 整体 来 接受 连续 
的 能 直流 〈 例 如 植物 吸收 阳光 用 主 光 合作 用 ) 和 物质 流 〈 如 
营养 品 )， 然 后 又 转换 为 各 种 废物 排涝 到 环境 中 去 。 生 物体 
又 具有 高 度 不 均匀 的 结构 ， 生 物体 内 有 死亡 之 后 ， 才 真正 开 
始 禄 环境 同化 ， 跟 环境 均匀 一 致 。 一 部 生物 进化 史 ， 就 是 生 
物 从 原始 的 比较 均匀 的 无 序 结构 发 展 为 高 级 的 不 均匀 的 有 序 
结构 的 历史 。 原 妈 细 胞 有 了 细胞 膜 ， 和 避免 了 自身 和 海水 的 均 
名 。 真 核 细胞 更 进一步 ， 在 细胞 内 分 化 出 细胞 核 和 各 种 细胞 
器 来 。 植 物 由 根 、 苦 、 叶 、 花 、 果 组 成 ， 动 物 有 各 种 器 官 ， 
这 种 不 均匀 性 有 利于 生命 的 稳定 。 

生物 之 间 以 及 生物 和 环境 之 间 是 相互 依存 的 关系 ， 这 种 
依存 关系 往往 又 是 非 线性 的 ;就 拿 大 鱼 吃 小 色 来 讲 ， 若 是 线 
性 关系 只 能 是 小 鱼 多 ， 大 鱼 就 多 。 事 实 并 非 如 此 ， 大 鱼 多 
了 ， 小 鱼 被 吃 掉 多 了 ， 小 鱼 就 碱 小 ， 小 鱼 少 了 ， 大 鱼 没 有 足 
够 的 食物 ， 大 鱼 也 就 要 减 小 。 大 鱼 和 小 鱼 的 数量 构成 一 种 周 
期 性 的 振荡 。 果 树 也 有 大 年 和 小 年 。 生 物 的 种 群 数目 除了 峙 
期 变化 以 外 ， 也 可 以 在 一 段 时 期 内 处 于 稳定 的 数值 上 ， 也 可 
以 是 非 轴 期 的 变化 ， 见 图 1.6。 

生物 的 进化 是 典型 的 不 可 逆 过 程 ， 正 象 “控制 论 ” 的 创 
始 人 维 纳 所 说 ; “生物 学 研究 的 现象 完全 是 单 向 性 的 ， 生 命 
不 恰恰 是 死 的 反 演 ， 同 化 〈 即 组 织 的 形成 )》 也 不 丛 丛 是 异化 
( 即 组 织 的 破坏 ) 的 反 演 。 细 胞 分 裂 不 是 按照 时 间 上 对 称 的 
式样 来 进行 的 ， 由 生殖 细胞 结合 成 受精 卵 的 过 程 也 是 单 向 注 

8 


种 群 数 


---- - 周 基 


一 :一 -- 非 周 旺 


年代 
图 1.6 生物 种 群 数目 的 变化 


的 ,个体 是 顺 着 一 个 时 间 方 向 前 进 的 飞 能 ， 种 族 也 同样 从 过 
去 进 人 未 来 ”。 

生命 是 如 何 形成 的 ? 生物 何以 有 不 同 的 构造 、 形 态 ? 生 
长 、 代 谢 、 感 应 及 生殖 的 原理 是 什么 ? 为 了 引起 大 家 的 兴 
趣 ， 这 里 简要 介绍 一 下 生命 模型 的 进展 状况 。 

19 世 纪 在 细胞 核 中 发 现 了 核酸 ， 它 们 有 两 种 ，DNA ( 脱 
氧 想 糖 壮 酸 ) 和 RNA (核糖 核酸 》。 直 到 七 八 十 年 以 后 才 
发 现 生 命 的 遗传 信息 是 通过 染色 体 中 的 DNA 来 携带 的 ， 子 
代 分 别 从 父 本 精子 和 母 本 的 卵子 细胞 中 得 到 染色 体 ， 然 后 通 . 
过 一 系列 复杂 过 程 ， 其 中 包括 DNA 的 自我 复制 ,蛋白质 的 制 
造 ， 细 胞 的 复制 ， 细 胞 的 分 化 等 。 生 物 学 家 们 拆 订 出 核酸 称 
生命 现象 关系 的 模型 : 

转录 


-= .RNA. 
转换 成 主动 的 形式 


DNA 一 -> 看 白 
通过 遗传 密码 ， 


二 一 一 一 自我 复制 


制 成 的 蛋白 质 也 有 两 种 ， 组 成 性 蛋白 质 〈 用 于 组 成 细胞 膜 或 
内 质 网 等 细胞 器 ) 和 功能 性 蛋白 质 〈 用 于 形成 酶 ) 。 剖 者 促 
使 细胞 增 大 ， 产 生生 物体 的 生长 现象 ， 后 者 促使 代谢 及 感应 
作用 。 不 同 种 类 的 生物 体 ， 其 细胞 中 的 DNA 分 子 内 的 减 基 
排列 也 不 同 ， 所 产生 RNA 自然 负 异 ， 由 RNA 制 造 出 来 的 
蛋白 质 也 不 同 。 这 就 导致 各 种 生物 体 具有 不 同 的 袍 造 、 形 
态 、 代 谢 方式 和 生态 适应 。 

揭示 了 核酸 制造 蛋白 质 的 秘密 ， 不 仅 使 人 们 了 解 生命 现 
人 象 的 物质 基础 ， 更 重要 的 是 为 生命 的 复制 和 改造 描绘 了 可 以 
想象 的 图 景 。 1959 年 孔 伯 说 (Kornberg) 在 试管 中 用 化 学 
合成 方法 破 天 荣 地 造 出 了 DNA， 因 而 他 获 得 了 诺 贝尔 奖 。 
1968 年 他 又 制造 出 人 类 史上 第 一 批 人 造 生命 (病毒 ) 。 这 
样 ， 生 命 体 的 自我 复制 或 生物 的 遗传 机 制 成 为 目前 最 迷人 、 
最 深刻 的 研究 谍 题 之 一 。 

$4 宇 审 的 复杂 性 

前 面 说 到 物理 、 化 学 、 生 物 中 出 现 的 复杂 现象 ， 整 个 字 
宙 如 何 呢 ? 19 世 纪 热 力学 第 二 定律 的 诞生 把 人 类 认识 水 平 向 
前 大 大 推进 了 一 步 。 但 是 克 劳 修 斯 (Clausius) 和 汤 旭 孙 
(Thomson) 等 人 把 仅 对 孤立 系统 适用 的 热力 学 第 二 定律 扒 
广 到 整个 宇宙 ， 得 出 莞 雇 的 “ 字 宙 热 寂 论 ”， 认 为 整个 宇宙 
都 发 生 着 焙 增 加 ， 一 急 物 体 的 热量 只 能 由 高 温 芒 向 低温 ， 最 
后 温度 差 消失 ， 压 力 变 为 均匀 ， 整 个 宇宙 达到 热平衡 ， 消 达 
到 最 大 值 ， 可 以 做 功 的 热量 消失 ， 一 切 变化 (恒星 的 发 光 、 
发 热 ， 地 球 上 的 风雨 雾 雷电 等 ) 痢 将 没有 发 生 的 可 能 ， 因 而 
问 个 宇宙 都 停 止 变 化 。 而 现实 的 字 害 却 并 非 如 此 ， 在 我 们 的 
- 托 界 上 ， 找 不 到 一 小 块 内 部 绝对 均匀 、 绝 对 无 序 的 物质 。 星 
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系 、 分 子 、 原 子 、 原子核 都 不 是 绝对 均匀 体 ， 它 们 具 让 不 吕 
特点 的 结 刚 。 星 云 就 是 从 密度 极 帮 的 星际 弥漫 物质 中 
来 的 ， 在 这 种 集结 过 程 中 ， 又 过 渐 形成 密度 集中 的 恒 中 誉 ， 

“天 演 论 ” 作 者 赫 焉 黎 把 进化 论 从 生物 推广 到 宇宙 ， 他 
说 ; “不 仅 植物 界 ， 而 且 动物 界 ， 不 仅 生物 ， 而 且 地 球 的 整 
个 结构 ， 不 仅 我 们 的 行星， 而 且 整 个 太阳 系 ， 不仅 我 们 的 恒 
星 及 其 卫星 ， 而 且 作 为 那 种 遍及 于 无 限 空间 ， 并 持续 了 无 限 
计 间 秩序 的 证 据 的 亿 万 个 类 似 星体 ， 都 在 努力 完成 它们 进化 
的 预定 过 程 ”。 

近年 来 ， 在 天 体 物理 学 中 不 断 受到 人 们 重视 的 黑洞 学 
说 ， 更 进一步 证 实 字 宙 的 不 均匀 性 和 复杂 性 。 根 据 广义 相对 
论 的 推论 ， 在 具有 巨大 质量 的 恒星 演变 晚期 ， 当 它 的 半径 变 
得 小 于 引力 半径 时 。 引 力 专 缩 就 会 一 直 进 行 下 去 ， 演 变 为 黑 
洞 。 "黑洞 具有 极其 强大 的 引力， 引力 场 强 到 使 其 周围 的 空间 
高 度 弯曲 ， 以 致 光线 也 无 法 辐射 出 去 。 在 黑洞 的 引子 范围 
内 ， 一 切 物质 ， 包 括 辐射 及 其 携带 的 能 量 ， 都 将 被 它 吸 收 进 
去 ， 这 就 使 字 罕 中 茶 些 区 域 质 能 高 首 集 中 。 | 

§5 大 气 运动 和 气候 的 复杂 性 

”火气 运动 的 复杂 性 可 以 由 表现 出 来 的 天 气 变化 为 证 。 几 
平 没有 一 天 的 天 气 是 完全 相同 的 。 随 着 工业 化 的 发 展 以 及 人 
们 科学 水 平 的 提高 ， 近 20 年 来 全 世界 范围 内 的 “气候 异常 ? 
已 经 成 为 气象 学 家 们 最 关心 的 问题 。 

气候 变 暖 还 是 变 冷 ? 对 过 去 40 万 年 里 用 同位 素 的 技术 发 
现 ， 冰 河 期 和 间 冰 期 〈 夹 在 冰河 期 之 间 的 较 暖 和 时 期 ) 之 间 
大 约 有 10 万 年 的 平均 周期 ， 见 图 1.7。 

气候 系统 是 一 个 开放 系统 。 气 候 变 化 的 首要 因素 是 太阳 
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3 20( - 100 0 现在 ， 
图 1.7 气 做 空 化 


辐射 能 量 的 变化 。 此 外 ， 地 球 旋转 四 的 进 动 ( 象 陀螺 ) ， 地 
球 旋转 轴 与 太阳 方向 之 间 的 倾角 在 23.5” 附 近 变 化 〈 可 以 由 
21.8" 变 到 24.4") ,地 球 轨道 偏心 率 的 变化 也 都 影响 着 气候 。 

从 表面 上 看 ， 地 球 偏心 率 的 变化 世 是 10 万 年 的 周期 ， 和 
气候 变化 周期 相同 ,但 由 此 引起 的 太阳 常数 ( 即 大 气 上 界 垂直 
于 太阳 光线 方向 上 单位 时 间 内 单位 面积 所 接受 到 的 太阳 能 》 
的 变化 只 有 0.001。 这 就 产生 一 个 矛盾 ， 一 方面 两 者 周 期 之 
间 的 关系 给 人 印象 很 深刻 ， 另 一 方面 对 气候 系统 的 外 强迫 力 
太 小 ， 以 致 不 能 触发 气候 变化 。 然 而 ， 气 候 系统 又 是 一 个 远 
离 平衡 态 的 系统 ， 赤 道 吸收 了 大 部 分 太阳 热 ， 两 极 则 吸收 很 
. 少 的 太阳 能 ， 且 又 有 大 部 分 被 反射 回 太空 。 这 就 象 贝 纳 对 流 - 
一 样 ， 产 生 复 杂 气 候 的 条 件 是 存在 的 ， 微 小 的 涨 落 通过 内 部 
的 机 制 〈 例 如 海 气相 互 作用 等 ) 加 以 放大 ， 从 而 形成 巨大 的 
气候 变化 。 


86 复杂 现象 的 共性 


前 面 从 物理 、 化 学 、. 生 物 、 大 气 及 宇宙 学 中 的 例子 说 明 
年 然 界 中 普遍 存在 着 复杂 的 现象 。 这 些 复杂 现象 归纳 有 如 下 - 
12 


九 个 共性 ， 
1. 它 们 处 于 开放 的 、 远 离 平 衡 的 系统 中 
由 于 每 一 事物 总 要 和 它 局 周 的 其 它 事物 有 联系 、 有 影 


”网 ， 系 统 与 系统 之 间 总 会 有 千 丝 万 缕 的 联系 和 相互 作用 ， 志 


ee eh 


ce 
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, 以 我 们 决 不 能 把 一 个 系统 绝对 “孤立 ”起 来 ， 实 际 上 系统 总 


是 开放 的 。 并 且 系 统 所 受到 的 外 部 约束 经 常 处 于 远离 平衡 的 
状态 。 例 如 贝 纳 对 流 中 上 下 板 温差 A7 很 大 ， 赤 道 和 极 地 接 
受到 的 太阳 能 差别 很 大 ， 化 学 及 应 中 不 断 地 加 入 反应 物 和 拍 
出 产生 物 ， 生 物 系统 的 吸收 和 排泄 等 等 。 只 有 这 样 ， 才 能 造 
成 系统 的 形态 不 断 演化 ， 复 杂 现 象 才 得 以 发 生 。 

2. 系 统 是 自 组 织 的 并 有 一 个 自 组 织 的 核心 

复杂 现象 的 形成 是 由 于 内 部 自己 组 织 的 结果 。 贝 纳 对 流 


”中 ， 当 AT 很 小 时 ， 分 子 处 在 杂乱 无 章 的 排列 状态 使 流 体 静 


止 。 但 当 AT 超 过 某 一 临界 值 以 后 ， 分 子 中 有 一 个 “ 核 心 ” 
下 了 “向 上 ”的 命令 ,于 是 周围 的 分 子 便 组 织 起 来 一 章 向 
上 ， 形 成 向 上 的 垂直 运动 ， 然 后 到 达 上 板 后 便 向 左右 两 边 再 
向 下 运动 形成 对 流 泡 。 这 些 对 流 泡 中 有 带头 的 核心 ， 正 象 蝇 
体 中 的 晶 核 ， 云 中 的 凝结 核 一 样 。 

3, 存 在 非 线性 的 相互 作用 

事物 或 系统 中 的 各 个 部 分 的 相互 作用 若是 线性 的 只 能 千 
成 系统 的 衰亡 ， 因 为 此 时 事物 只 能 是 无 限 增 长 或 衰减 约 极端 
均匀 状态 。 事 物 桐 互 依存 的 非 线 狂 狂 ， 表 现在 相互 约束 、 姐 
互 反 馈 上 。 当 增长 太 快 时 ， 相 互 作 减 覃 ， 当 增长 太 电 
或 衰减 时 ， 相 互 作用 使 其 加 快 。 训 了 非 线性 才 有 形态 的 多 重 
人 往 ， 定 常 状态 ， 周 期 状态 ， 拟 庆 期 状态 ， 非 周期 状态 ， 局 部 
的 复杂 结构 等 等 。 

4. 过 程 是 不 可 北 的 
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复杂 现象 形成 的 过 程 是 不 可 逆 的 。 生 物 由 低级 向 高 级 进 
化 ， 现 有 的 高 等 动物 决 不 会 退化 为 低 等 动物 。 贝 纳 对 流 随 闭 
AT 加 大 ， 静 止 到 对 流 再 到 油 流 ， 最 后 积 云 发 展 到 一 定 程度 
就 下 两 ， 而 决 不 会 倒退 重复 原 有 的 逆 过 程 。 地 球 24 小 时 自转 
一 局 ， 但 每 天 天 气 是 不 可 重复 芥 。 

生物 类 型 的 不 可 逆 性 有 深远 的 进化 意义 ， 它 使 生物 所 获 
得 的 适应 可 以 得 到 稳定 ， 并 且 在 此 基础 上 继续 发 展 。 

5. 涨 落 和 对 称 破 缺 

复杂 现象 一 定 伴 苦 着 对 称 破 缺 的 结构 ， 贝 纳 对 小 中 有 左 
旋 右 旋 ，Bz 反 应 中 有 蓝 有 红 ， 也 就 是 非 均 匀 的 状态 。 这 里 而 
涨 沙 起 着 决定 性 作用 ， 茶 一 局 部 是 左旋 还 是 右 旋 ， 出 随机 的 
. 涨 落 决 定 。 在 临界 点 哇 近 ， 涨 落 被 放大 ， 使 系统 的 形态 发 生 
质 的 转变 。 

最 后 我 们 应 该 指出 ， 不 可 过 性 〈 或 耗 散 性 ) 常常 带 来 事 
物 的 整体 稳定 性 〈 或 可 重复 性 ) ， 例 如 贝 纳 对 流 中 的 对 流 ， 
Bz 中 的 化 学 钟 等 ， 尽 管 形态 中 的 细节 (如 左旋 右 旋 ) 可 能 
有 差别 。 而 非 线性 和 涨 洲 伴 随 着 局 部 不 稳定 性 和 不 可 预 测 ; 
性 ， 这 主要 是 指 细节 上 而 言 ， 是 指 长 期 意义 上 说 的 。 两 者 是 
辩证 统一 的 ， 有 序 是 指 形成 复杂 性 的 可 重复 的 结构 ， 但 并 不 
是 说 ,细节 上 及 外 形 上 都 完全 相同 ， 其 至 外 形 二 看 起 来 很 混 
起 。 
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第 一 章 中 我 们 引入 了 自然 界 复杂 性 现象 六 例子 ， 并 分 析 
了 它们 的 共性 。 这 一 章 我 们 更 仔细 分 析 复 克 现 象 产生 的 周 
因 。 


§1 守重 系统 和 耗 散 系统 


经 典 的 力学 几乎 都 是 研究 守恒 系统 。 例 如 质点 在 外 力作 
用 下 沿 直 线 运动 ， 按 牛顿 第 二 定律 ， 其 方程 式 为 
d2x 
mrs =F(x) (2.1) 
.dd x da x dx 
令 # = 因 = 则 方程 (2.1) 


化 为 


mx DE = Ps) (2.27 
(2.2) 式 对 x 积 分 便 得 到 
x + -Fes ars const, (2.3) 


(2.3) 式 意味 着 , 系统 的 动能 x? 加 上 位 能 V(x) = -Foodx 


为 常数 ， 即 (2.3) 式 是 总 能 量 随时 间 不 变化 的 守 便 系统 。 
一 个 守 伍 系 统 能 产生 复杂 现象 吗 ? 我 们 现 以 质量 m= 1, 
15. 


摆 长 汐 单位 长 ， 并 不 考虑 阻尼 的 单 摆 为 
例 《 殉 图 2.1) ， 若 以 6 表示 角 位 移 ， 记 


/ 0 ee 
> 0 二 dp 0 = i:， 则 单 探 运动 方程 为 
* 0+gsing = 0 (2.4) 
、 其 中 g 为 前 力 加 速度 。 白 (2,3) 式 ， 单 

a 把 的 总 能 量 为 
PE 
! H=,90 s+g si-0d0 
图 2,1 单 摆 = 2 6:+g(1-cos0) (2.5) 


五 也 称 单 摆 系 统 的 哈密 顿 (Hamilton) 算 子 。 
令 x=9，y==0 ， 则 方程 (2,4) 化 为 
3 (2.6) 


. 
y= -ysinx 


我 们 把 位 移 x 和 速度 描述 的 单 摆 状 态 (x，y)， 或 (0，9) 


称 为 想 空 间 。 在 此 空间 中 的 每 一 点 就 对 应 着 单 探 的 一 个 躁 时 
状态 。 当 时 间 t 变 化 时 ， 状 态 空间 在 相 空间 中 描述 出 一 条 曲 
“ 线 ， 它 叫 轨 线 。 我 们 把 速 误 * 和 加 速度 y 都 为 零 的 点 叫 平衡 
点 ， 也 称 定 常态 ( 

由 (2.。6) 式 看 出 ， 单 介 运动 有 两 个 平 衡 点 .一 个 诗 下 
委 直 方向 = 0 ( 即 x= 0，y= 0 ) ， 另 一 个 在 上 垂直 方向 
b+r ( 即 x= 上 + 上 rz，y= 0) 。 显 然 ， 对 平衡 位 置 4 = 0 的 微 
小 扰动 ， 单 探 仍 作 有 界 的 振动 ， 它 们 在 相 平 面 (9，6 ) 上 的 
轨 线 为 围绕 (04 ，0 》 的 闭合 椭圆 往 . 故 点 (0，0)》 阿 稳 
定 的 椭 贺 点。 相反， 车 探 处 在 9 = +r 位 置 上 ， 则 它 是 不 稳 
定 的 ， 微 小 的 扰动 可 使 单 控 作 无 界 的 旋转 ， 定点 ( 鞋 x，0) 
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叫 双 曲 点 〈 鞍 点 ) ， 有 内 图 2.2。 图 中 箭头 方向 代表 时 间 增 加 的 
方向 。 应 该 说 明 ， 由 于 定点 上 变量 的 变化 率 为 零 ， 这 实际 上 
相当 于 时 间 趋 向 无 穷 大 的 结果 。 


双 则 点 (鞍点) 椭圆 点 (中 心 点 ) 


图 2.2 单 扫 在 相 平 面 (9. 9) 的 谎 线 

图 中 有 加 振动 和 无 界 族 转 区 的 分 界线 (虚线 ) 常常 叫 分 
型 线 (separatrix)， 两 个 双 曲 点 之 间 经 过 的 时 间 为 无 穷 大 ， 
也 可 以 认为 振动 周期 为 无 穷 大 。 用 非 线 性 波 中 的 语言 来 说 
酉 圆 点 附近 的 振动 叫 梢 圆 余 弱 波 (enoidal wave) ， 它 们 有 
有 限 周期 ， 而 分 型 线 上 的 运动 周期 变 为 无 穷 大 ， 渡 泪 是 孤立 
波 (solitary wave) 。 

按照 第 一 章 例子 ， 要 产生 复杂 现象 必须 有 帅 部 的 不 像 定 
因素 ， 所 以 保守 系统 中 分 型 线 和 双 曲 点 是 产生 复杂 性 的 机 
制 。 

还 应 该 指出 ,守恒 系统 的 相 空间 体积 在 运动 由 是 不 变 的 。 
在 (2.6) 式 中 ， 我 们 把 x 和 看 成 是 速度 应 量 v 的 两 个 分 
量 ， 因 此 的 散 度 就 代表 体 丙 变化 率 ， 即 


divo= + 2 =0 (2.7) 
divv= 0 ， 麦 示 体积 守恒 ， 因 而 守恒 系统 不 存在 运动 吸引 
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到 一 个 很 小 的 体积 空间 的 “吸引 ”性 质 。 
象 方程 (2.1) 描述 的 守恒 系统 ， 第 一 章 已 经 提 到 ， 它 
们 是 可 逆 的 。 自 然 界 还 有 一 类 系统 ， 它 们 与 “摩擦 ”、“ 烙 
性 ”、“ 耗 散 ” 等 联系 在 一 起 ， 这 就 是 耗 散 系统 。 最 典型 的 
例子 就 是 热传导 或 扩散 方程 
oT 


oat = YT (2.8) 
以 及 化 学 反应 方程 
‘: = — kcace (2.9) 


《2,8) 式 中 的 了 代表 温度 或 浓度 ， 人 
散 系数 ,V :是 拉 普 拉 斯 算 符 ， Vi + + (2.9) 
起 中 c4 是 化 学 反应 的 反应 物 浓度 ,cs 是 另 一 反应 物 的 浓度 ，。 
是 反应 速率 。. 

和 可 逆 的 保守 系统 相反 ， 耗 散 系统 的 特征 是 不 可 逆 性 。 
即 对 于 时 间 的 反 演 ， 规 律 不 再 是 不 变 了 。 涛 令 ! = - +， 则 
(2.8) 式 和 〈2 .9) 式 就 分 别 变 为 
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BW = -AV27/ (2.10) 
和 

en. = RcaA'ca/ (2.11) 


(2.10) 式 说 明 7 不 青 扩散 而 是 积 宗 了 ， 〈2.11) 式 说 明 反 。 
应 物 c4 不 是 减少 而 是 增加 了 。 (2.8) 式 和 (2,10) 式 从 物 
理 上 反映 不 同 的 物理 过 程 ， 〈2.9) 式 和 (2.11) 式 在 化 学 
上 代表 不 同 的 反应 情况 。 - 

从 第 一 章 各 种 例子 都 可 看 出 ， 不 可 逆 过 程 是 产生 复杂 现 
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象 的 去 要 原因 。 
除 此 之 外 ， 耗 散 系 统 的 第 二 引 了 (att- 


ractor) . 三 守恒 系统 (2.1) 中 郑 加 进 阻 尼 项 a < 和 , 则 (2.1) 
式 变 应 下 列 在 散 系 统 ( 设 = =1) 


x + ax = F(x) (a~ 0) (2.12) 
从 总 能 量 已 = 2? + -renas 变化 看 
人 = 六 Fox=_axa2<0 (2.13) 


《2.13) 式 说 明 ， 此 时 总 能 量 不 再 是 守 和 但 了 ， 即 质点 不 再 沿 
一 个 等 能 量 面 〈 象 单 援 问题 中 的 枉 画 ) 运 动 ,总 能 量 要 衰减 ， 

质点 再 芋 不 象 单 摆 一 样 线 椭圆 点 〈 中 心 点 》 振动 ， 而 是 轨 线 

变 成 蛇 旋 线 ， 最 后 趋向 于 定点 ， 见 图 2 。3。 

这 是 由 于 能 量 耗 散 的 必然 结果 。 图 2.3 中 的 平 货 点 叫 焦 点 、 

它 显 然 是 稳定 的 。 

令 x =y， 则 系统 (2,12) 变 成 


和 (2.14) 
y= -ay+F(x) 
我 们 同样 也 可 以 计算 系统 (2.14) 的 体积 变化 率 * 
9 1 口 
divo= $+ > = -a<0 (2.15) 


(2.15) 式 说 明 ， 相 空间 体积 是 疏 纺 的 ， 最 后 使 质点 吸引 到 
一 个 有 限 空间 中 去 ， 这 就 是 吸引 子 。 
-第 一 章 例 子 中 的 各 种 复杂 形态 ,吸引 子 是 其 主要 内 容 。 现 
在 常识 是 敬 辐 种 吸 引子 一 一 定 态 吸引 于 、 周期 吸引 子 、 拟 周 期 
琢 引 子 和 浑 注 吸 引子 ， 这 些 部 是 耗 散 系统 中 的 特征 。 
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第 一 章 # 3 中 大 鱼 吃 小 鱼 的 例子 就 是 典型 的 展期 吸引 
子 。 若 以 x1 和 x*, 分 别 代 表 大 鱼 数 和 小 鱼 数 ， 则 在 相 空 间 (x;， 
%,) 中 ， 轨 线 就 是 一 闭合 曲线 一 一 极限 环 (limit cycle) EE 
如 图 2 ,4。 


Xs 
{ 
XxX1 
图 2.3 耗 获 系统 中 图 2.4 耗 散 系统 中 的 末期 又 
的 平衡 点 一 一 焦点 引子 一 - 航 限 环 


应 该 指出 ， 从 表面 上 看 单 摆 振 动 和 极限 环 同样 是 周期 运 
动 ， 但 两 者 有 本 质 区 别 。 前 者 受 访 动 影响 使 单 摇 振 锅 《〈* 角 ) 
政变， 而 后 者 不 管 初始 扰动 如 何 ， 最 后 还 会 重复 出 吏 极 限 
环 ， 而 且 只 有 在 非 线性 情况 下 极限 环 才 会 出 现 。 

-系统 (2.14) 的 定 态 和 系统 (2.1) 的 定 态 位 置 者 沉 同 ， 
即 万 (x) = 0， 正 象 单 摆 问 题 一 样 也 有 不 稳 点 的 鞍点 〈 双 曲 
点 ) ， 所 以 耗 散 系统 也 有 产生 复杂 现象 的 局 部 不 稳定 因素 。 

从 守恒 系统 和 耗 获 系统 钼 比 看 ， 不 可 逆 的 耗 获 系统 更 具 
备 产 生 复杂 现象 的 自然 条 件 。 


82 ”线性 关系 和 非 线 性 相互 作用 
事物 总 是 相互 作用 的 ， 过 去 我 们 研究 问题 总 是 习 召 于 线 


性 关系 。 以 大 鱼 吃 小 鱼 为 例 ， 落 是 线性 的 话 ， 只 能 有 一 种 结 
果 : 大 鱼 愈 来 愈 多 ， 小 鱼 愈 来 愈 少 。 这 里 忽略 了 小 鱼 对 大 鱼 
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的 反馈 作用 ， 小 鱼 少 了 ， 大 鱼 食 昌 不 能 了 ， 因 而 大 鱼 世 得 减 
少 . 一 个 事物 的 演变 车 受到 两 种 因素 的 影响 ,常常 并 非 一 开始 
就 是 乞 强 我 张 ， 中 间 经 过 省 干 次 “较量 ”， 生 态 系 统 要 “ 互 
相依 存 ”， 这 些 都 反应 这 种 非 线 性 关系 。 就 连 我 们 的 大 脑 思 
维 活动 蕊 都 考虑 到 非 信 性 区 素 ， 拿 打靶 来 说 ， 第 一 枪 并 不 能 
打 中 轻 心 ， 那 么 我 们 大 脑 根 据 第 一 枪 的 结果 来 调整 打 羌 时 的 
瞄准 的 方式 ， 对 准 的 位 置 等 ， 这 样 的 不 断 调整 过 程 就 是 一 种 
非 线 性 的 过 程 ， 第 一 章 谈 列 的 满 流 实 让 上 也 是 非 线 性 过 程 ， 
走 得 慢 的 涡 旋 不 让 走 得 快 的 涡 旋 太 快 ， 走 得 快 的 涡 旋 则 让 乾 
的 混 旋 十 块 点 。 

非 线性 相互 作用 ， 其 形态 就 有 可 能 是 多 重 的 。 图 2.5 说 
明 状 态 变量 x 和 控制 参量 # 在 线性 和 非 线性 两 种 情况 下 的 区 
别 ， 


(a) 


(a) 线 性 《(b) 非 线性 
图 2.5 x 与 4 的 依赖 关系 


对 于 线性 情况 ， 每 一 个 4 只 有 一 个 定 态 * 与 其 对 应 ,因而 
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它 也 不 可 能 出 现 复 玉 的 多 重 解 。 非 线性 情况 则 不 同 ， 当 控制 
湖 政 在 4 附近 时 ， 敏 小 的 扰动 很 可 能 使 状态 由 * 突变 到 x 
在 4 附近 时 ， 又 可 能 状态 由 x 突变 到 x4。4 在 A 和 /之 间 时 ， 
有 三 种 状态 。 多 种 形态 是 复杂 现象 的 必 且 条 件 。 下 而 说明 党 
郊 到 的 物理 化 学 楼 型 中 的 非 线性 表现 。 

5 例 1 流体 力学 中 纳 维 一 斯 托 克 司 (Navier-Stokes ) 方 
往 组 的 平流 项 ， 合 如， 25 ， 92 ， ww 9 等 都 是 非 线性 


项 ， 它 仍 反映 物理 车 不 均匀 性 (如 风 切 变 -9 -， 温 度 层 结 
人 7 等 ) 通过 风 的 葵 运 造成 的 。 若 将 上 面 表达 式 中 的 偏 导数 
离 放 化 ， 它 们 也 可 写成 ww，uo，wT 等 形式 。 

C 例 2] 化 学 反应 中 反应 的 速率 和 两 种 反应 物 的 浓度 羡 积 
有 关 ， 如 (2.9) 式 的 右 端 项 kc4cs， 

C 例 3 J 物理 规律 本 身 就 是 非 线性 的 。 例 如 电磁 波 能 量 随 
距离 的 平方 成 反比 衰减 ， 又 如 黑体 的 令 射 能 力 和 湿 变 的 四 次 
方 成 正比 。 

C 例 4 J 线性 的 迄 加 原 瑞 不 再 成 立 ， 例 如 电 蛆 R 入 电感 上 
( 它 的 阻抗 数值 为 4L，o% 的 电源 频率 ) 串联 在 电路 中 ， 它 
们 合 起 来 的 温 抗 数值 绝 不 器 +o 工 而 是 wR* +w? 荆 *。 

_【 全 5 耗 散 系统 中 常 有 正 阻尼 和 和 负 阻尼 现象 .例如 四 尼 项 
有 笛 宕 研 (e - 了 9 x 或 (x: 1) x*， 那 么 速度 (或 位 
置 ) 大 于 1， 为 正 阻尼 ， 速 度 《或 位 置 ) 小 于 1 为 负 玛 尼 。 

[ 例 6 3 各 种 周期 形式 的 碑 成 强迫 。 如 .siaot 这 种 项 ， 
其 中 4 是 强迫 项 振幅 ; w 是 圆 频率 。 

C 例 72 开关 电路 和 丰 尔 代数 。 蝇 体 二 极 管 的 从 
实际 上 输入 不 管 如 何 ， 输 内 只 是 直流 一 种 状态 ，) 义 上 说 就 
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是 弄 (例如 用 效 字 1 表示 〉 布 关 (例如 用 数字 0 表示 ) 。 在 
布尔 代数 中 0 + 0 = 0，1+1 也 可 以 为 堆 ， 这 里 的 0 和 1 代 
表 两 种 状 坊 ， 显 然 这 两 种 状态 的 相互 作用 均 是 非 线性 的 。 

[5 例 8 J 自然 界 的 很 多 形状 并 不 是 直线 ， 海 岸 线 不 是 直 
的 ， 山 是 凸 蔬 不 平 的 ， 云 彩 更 有 各 种 奇特 形状 ， 尘 极 看 起 来 
也 是 很 乱 的 。 这 些 都 不 能 用 通常 的 规整 几何 来 接 述 ， 后 面 将 
会 看 到 这 是 一 种 非 线性 现象 。 

以 上 八 例 只 是 自然 界 非 线 性 现象 的 一 部 分 。 只 有 非 线 性 
才 会 有 复杂 现象 。 


§3 ”可 道 过 程 与 不 可 道 过 程 
经 典 的 力学 所 研究 的 都 是 象 牛顿 第 二 定律 :所 描写 的 可 
逆 过 程 ， 这 时 事物 的 演化 只 能 机 械 地 由 初始 条 件 决定 。 倘 若 
如 此 ， 事 物 的 变化 只 不 过 是 过 去 的 简单 的 重复 和 反复 ; 因为 
是 可 逆 的 ，“ 未 来 ”和 “过 去 ”实际 上 并 没有 什么 区 别 ， 有 
什么 复杂 现象 可 言 呢 ? 
实际 上 我 们 所 观察 到 的 复杂 的 自然 现象 ， 它 们 都 是 不 可 
逆 的 ， 即 “进化 ”的 ，“ 未 来 并 不 完全 包含 在 “过 去 ”之 
中 。 物 理学 中 首先 研究 不 可 逆 现 象 的 是 热力 学 第 二 定律 ， 它 
表明 了 时 间 的 单 向 性 。 热 量 总 是 由 高 温 物 体 单 向 地 不 可 逆 地 
流向 低温 物体 ;气体 总 是 由 高 浓度 向 低 浓 度 不 可 逆 地 扩散 。 
而 且 找到 了 一 个 状态 函数 一 丧 S， 就 可 以 判别 热力 学 过 程 
的 方向 。 热 力学 第 二 定律 告诉 我 们 ， 对 于 不 允许 同 环境 进行 
交换 的 孤立 系统 ， 焙 都 是 不 可 逆 地 增加 的 ， 即 
GAY 
dt 之 0 
炉 是 什么 ?1872 年 波 耳 兹 曼 (Bolzmann〉 从 分 子 运动 论 的 
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(2.16). 


第 度 给 出 了 科学 解释 。 但 指出 ， 焙 是 分 子 运 动 混乱 程度 大 小 
的 一 种 测度 。 移 质 吸 收 了 热 ， 分 子 运 滞 更 混乱 ， 那 么 焙 就 大 
一 些 。 典 型 的 例子 是 原来 装 在 半边 盒子 中 的 气体 ， 当 中 间 陋 
板 一 打开 ， 则 气体 就 占 满 整 个 盒子 〈 图 2.6) 。 


© .9 | es 199 | 
EE ©9 H © ® @: 
a9 no Ee 

CE ®0 @ ie .Ss 


保 2.3 迷 守 所 的 典型 例 子 


因为 气体 由 原来 只 占 半边 ,现在 占有 整个 盒子 ,因此 气体 分 子 
更 加 杂乱 无 章 地 碰撞 ， 造 成 混乱 度 增 加 。 同 时 体积 变 大 了 ， 
分 子 运 动 速度 就 更 加 分 散 ， 分 子 分 布 状 态 的 数目 增加 了 。 烧 了 
和 分 子 微观 状态 数目 4 之 间 的 关系 为 
S = hkln? (2.17» 

其 中 hk 是 波 尔 兹 曼 常数 。 

微观 上 ， 分 子 杂 乱 无 章 的 状态 数目 增加 了 ， 从 宏观 上 
看 ， 该 物质 就 显示 出 均匀 的 、 无 序 的 篇 单 结构 。 

对 于 与 环境 有 物质 和 能 量 交 换 的 开放 体系 ( 象 耗 散 系 
统 (2.8) 和 (2.9)) ,情况 就 不 同 了 。 整 个 体系 的 糖 的 变化 


d 
95 为 两 项 之 各 


dS _diS ,doS 
dt ~ dt dt 


其 中 是 体系 内 部 不 可 洲 过 程 所 引起 的 丹 产 生 ， 人 为 外 
界 引入 的 负 焕 流 〈 例 如 太阳 供给 大 气 以 能 量 )。 
对 于 孤立 系统 ，9 = 0， 因 而 热力 学 第 二 定律 就 简化 


(2.18» 
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为 2.16) 式 , 即 什 = >0 。 
对 于 耗 散 系统 ， 由 于 内 部 耗 散 的 特性 (如 扩散 ， 热 传 
导 ) ， 它 是 不 可 送 过 程 ， 而 且 结 果 只 能 是 分 子 杂 瑟 无 章 排 列 


的 状态 数目 增加 ， 因 而 有 >>0， 即 


2 0 ”( 耗 散 系统 ) (2.19) 

二 11S 
但 是 ， 若 有 负 挤 流 %.8 之 0， 因 而 它 可 以 抵 销 一 部 分 
>>0， 有 可 能 造成 

地 <0 《开放 系统 ) (2.20) 


即 整 个 体系 在 演化 过 程 咬 也 可 以 碱 小 ， 因 而 微观 上 分 子 运 
动 的 可 能 状态 受到 限制 ， 有 大 最 的 分 子 好 象 受 到 上 级 的 命令 
而 比较 有 秩序 有 规则 地 运动 〈 例 如 热 对 流 )。 从 宏观 上 讲 ， 
体系 就 形成 非 均 匀 的 、 有 序 的 结构 ， 而 形成 的 现象 也 必然 是 
多 样 化 的 复杂 现象 。 

本 世纪 40 年 代 ， 著 名 物理 学 家 薛 定 锣 首 先 提出 负 焙 的 概 
念 。 他 认为 生命 现象 的 基本 特征 就 是 从 “环境 ”中 取得 负 粹 
的 能 力 。 粮 威 小 的 过 程 必然 使 运动 具有 其 种 “目的 ”， 正 好 
一 只 鸟 之 所 以 现在 要 筑 巢 ， 是 由 于 一 个 星期 以 后 它 要 下 蛋 ， 
这 正 是 进化 论 与 机 械 论 的 不 同 之 处 。 


$4 封闭 系统 和 开放 系统 


大 家 知道 在 热力 学 中 曾经 讨论 过 相 变 ,例如 水 的 三 相 

冰 、 水 、 汽 三 者 可 以 共存 ， 也 可 以 相互 转变 。 它 们 和 第 一 章 

介绍 的 一 些 开放 系统 中 形态 的 转化 有 什么 区 别 昵 ? 汽 液 想 
25 


变 、 冰 水 相 变 等 常常 叫做 平衡 相 变 ， 因 为 它们 发 生 在 内 部 平 
衡 条 件 下 的 封闭 体系 中 。 例 如 在 常 压 下 ， 温 度 若 是 280K， 
则 通常 是 液体 水 ， 若 缓慢 地 、 均 匀 地 冷却 这 一 体系 ， 使 其 达 
到 273K ( 即 0C》 这 样 一 个 平衡 状态 ， 那 么 水 就 变 成 固 相 的 
冰 。 又 如 一 块 温度 为 高 于 1044K 的 铁 不 显 磁性 ， 而 均匀 冷却 
到 这 个 临界 温度 以 下 时 就 变 为 磁性 材料 。 封 闭 系统 的 特点 
是 ， 一 个 方向 的 通 量 由 另 一 个 相反 方向 的 通 量 来 补偿 ， 每 一 
个 产物 由 相应 的 损失 物 来 抵 销 ， 每 一 件 事件 通过 相反 的 事件 
来 消除 ， 所 以 当时 间 反 转 时 ， 该 体系 保持 一 个 不 变 的 状态 。 
凝固 和 自发 磁化 作用 ， 是 使 体系 有 序 化 的 分 子 相互 作用 力 和 
具有 相反 作用 的 分 子 热 运动 之 间 竞 争 的 结果 。 所 以 平衡 相 变 
常常 用 增加 压力 《有 利于 分 子 相互 作用 ) 或 降低 温度 (减少 
热 噪 声 ) 来 实现 。 

而 第 一 章 中 的 例子 可 以 称 为 非 平衡 相 变 ， 这 时 新 的 形态 
是 在 有 外 界 的 物质 和 能 量 输入 并 且 有 内 部 的 耗 散 下 维持 的 。 
新 的 形态 的 形成 必然 伴随 着 宏观 尺度 上 的 相关 ， 象 第 一 章 贝 
纳 对 流 例子 中 对 流 现象 出 现时 ， 左 旋 和 右 旋 都 是 互相 关联 
的 ， 每 一 部 分 都 发 挥 作用 ， 参 与 构成 整体 形式 ， 这 时 在 平衡 
相 变 中 占 主导 地 位 的 分 子 间 的 〈 徽 观 的 》 相 互 作用 简直 可 以 
忽略 。 

8$5 非 平 衡 是 有 序 之 源 一 一 耗 散 结构 

从 前 面 几 节 讨 论 中 我 们 可 以 知道 ， 宏 观 上 有 序 结构 的 形 
成 必须 有 如 下 三 个 条 件 。 

1. 体 系 是 开放 的 

正 象 $ 4 所 说 明 的 ,只 有 与 外 界 有 物质 和 能 量 交 换 的 系统 
《 见 图 2.7) 才 能 由 负 米 流 来 补偿 内 部 糖 增加 而 引起 的 无 序 ， 
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维持 系统 处 于 远离 平衡 
-的 状态 。 本 
这 里 应 该 说 明 ， 对 sis ar <? 
dt 0 


于 孤立 系统 或 近 于 平衡 
的 系统 ， 虽 然 系统 可 以 

有 各 种 各 样 的 扰动 ， 但 图 27 负 泣 流 的 作 册 

由 于 这 种 扰动 没有 能 量 来 维持 ， 大 数 定律 告诉 我 们 ， 这 些 扰 
动 被 咀 尼 下 去 ， 不 影响 物理 量 的 乎 均值 而 整体 上 维持 焕 赠 加 
/ 的 状态 . 而 对 于 远 


EN 高 平衡 态 的 开放 系 

| pA 统 ， 在 不 稳定 态 的 

涨 洲 由 于 有 能 量 供 

人 C 给 而 加 以 放大 ， 并 


图 5.8 焉 落 放 大 由 A 态 变 成 C 态 驱动 平均 值 时 ， 最 


化 通过 与 外 界 的 物质 和 能 量 交换 而 生成 新 的 结构 。 罗 2.8 说 
明 原 来 处 于 A 处 的 状态 ， 由 于 涨 落 放 大 而 越过 B 点 到 达 新 的 
状态 C。 所 以 我 们 也 可 以 说 是 通过 涨 落 而 达到 有 序 。 

2 .系统 处 于 远离 平衡 条 件 下 

第 一 章 的 各 种 例子 已 经 充分 说 明了 这 一 点 。 普 利 高 津 举 
出 过 一 个 典型 例子 ， 两 种 不 同 的 气体 若 无 外 界 的 热 梯度 作用 
(孤立 系统 ) ， 系 统 处 于 混合 均匀 的 状态 ， 若 外 界 有 热 梯度 
作用 ， 其 中 一 种 气体 在 热 的 壁 处 增加 ， 而 另 一 种 气体 则 在 准 
壁 处 增加 ， 形 成 非 均匀 的 分 布 。 它 的 丧 通 常 要 低 于 均匀 系统 
欧 议 。 

正 象 普 利 高 津 所 说 ， 非 平衡 是 有 序 之 源 。 

3。 条 统 存 在 非 线性 的 相互 作用 

在 $ 3 中 , 我 们 已 经 详细 地 说 明了 这 一 点 。 我 们 还 要 指 
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出 ， 攻 是 线性 ， 自 然 界 只 能 是 单调 形态 ,图 2.8 中 就 没有 
A、B、C 三 种 状态 。 只 有 非 线性 ， 事 匆 才 有 多 样 性 。 非 线性 
只 有 在 体系 处 于 远离 平衡 态 条 件 下 发 挥 其 作用 ， 例 如 当 控制 
参数 在 图 2.5(b) 中 小 于 心 或 大 于 4 的 很 远 处 ， 那 么 也 只 能 
是 线性 情况 ， 即 近 于 平衡 情况 。 

普 利 高 津 把 这 种 在 开放 和 远离 平衡 态 的 条 件 下 ， 在 与 外 
界 有 物质 和 能 量 交换 的 过 程 中 ， 通 过 内 部 非 线 性 动力 学 的 机 
制 自动 产生 的 自 组织 的 时 空 结 构 叫 做 “ 耗 散 结婚 ”(〈 dissip- 


ative Structure)。 
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三 章 ”动力 系统 的 形态 


前 面 两 章 我 们 所 要 介绍 了 自然 界 的 复杂 现象 及 其 产生 的 
奈 因 。 林 章 将 复杂 现象 通过 相 空 间 的 几何 直观 表示 ， 从 而 前 
明 各 种 复杂 现象 的 基本 类 型 。 

$1 平衡 态 和 相 平面 的 概念 

为 了 研究 非 线性 动力 系统 ， 我 们 以 二 阶 非 线性 常 微分 方 
程 为 例 : 人 
x=f(x, *%) (3.1) 
其 中 7( x，*) 是 作用 于 单位 质量 质点 上 的 力 ，* = 中 家 


示 质 点 的 加 速度 。 《3.1) 式 中 质点 的 位 置 * 和 速度 < = 人- 


刻 划 了 该 系统 任 一 时 刻 的 状态 ，. 所 以 就 称 为 相 。 位 置 x 和 速 
度 % 的 数值 对 应 着 平面 (x，2) 上 的 一 个 点， 平面 (%， 
x) 叫 相 平面 。 
若 令 y=x， 则 方程 《3.1》 化 为 常 微分 方程 组 
X=y 
(3.2) 
y=f(x, y) 
方程 组 (3.2) 的 解 x(1)，y(t) 在 相 平 面 (x*，y) 上 为 一 曲 
线 簇 ， 叫 轨 线 。 它 定性 描述 了 系统 状态 在 全 部 运动 时 间 (从 
t= 一 00 到 t= + co) 内 的 变化 ， 所 以 轨 线 上 常用 得 头 表 示 时 - 
间 : 增 加 的 方向 。 
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方程 组 (3.2) 的 更 一 般 的 形成 为 


x=F(x, y) 
(3.3> 


y= G(x, ») 
由 于 和 G 中 不 明显 地 含有 时 间 1， 故 称 为 自治 动力 系统 。 
从 物理 上 我 们 可 以 知道 ， 速 度 x 和 加 速度 7 为 零 的 点 ， 
质点 处 于 静止 状况 ， 因 此 方程 组 〈3 .3) 右 端 为 零 ， 即 
人 yo)=0 
G(xo, yo)=0 
(x0,y0) 称 为 平衡 点 (平衡 态 ) 或 奇 点 。 
在 奇 点 处 ， 方程 组 (3.3) 的 解 是 常数 x =Xoy， Y= yo, 
因而 不 能 定 出 一 条 随时 间 变 化 的 轨 线 ， 也 即 奇 点 是 没有 轨 线 
经 过 的 。 除 奇 点 外 ， 通 过 相 平 面 上 的 每 一 点 只 能 有 一 条 轨 
线 ， 即 轨 线 不 能 相交 。 
既然 物理 系统 中 平衡 态 相当 于 相 平 面 中 的 奇 点 《平衡 
点 )， 因 此 它 可 以 看 成 是 未 被 扰动 的 状态 。 如 果 给 系 统 芍 扰 ， 
动 6x 和 5y 使 其 离开 平衡 态 x。 和 yo。， 即 令 
X=%0 +6x =yo+6y (3.57 
《3.5) 式 代入 方程 组 (3.3)， 并 将 右 端 泰 勒 展开 至 线性 项 , 
则 得 到 


(3.4) 


‘aF oF 1 
{ 6x | Ox 9y | 6x 
。 |= | ” (3.67 
\ oy) | 96 26 | G» ) 
E 9Y 9y /exo,yo) 
(3.6) 式 是 扰动 量 6x，6y 的 线性 方程 组 。 其 右 端 智 阵 
aF aF. 
站 dx Oy | 
~ aG dG | (3.7) 


Ox GG /x0, y0) 
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叫 雅 可 比 〈Jacobi) 和 矩阵。 

因为 线性 方程 组 (3。6)》 的 解 有 e“ 的 形态 ， 其 中 4 是 雅 
可 比 和 矩阵 的 特征 值 。 显 然 ， 若 所 有 特征 值 的 实 部 Re4<0， 
则 平衡 态 是 稳定 的 ; 若 至 少 有 一 特征 值 Re4> 0 ， 则 平衡 态 
是 不 稳定 的 。 以 上 Re4s 0 ， 非 线性 系统 (3.3) 式 和 它 相 
应 的 线性 化 系统 的 相 图 在 平衡 态 附 近 是 拓扑 等 价 的 。 这 种 平 
衡 态 的 点 称 为 双 曲 点 。 若 至 少 有 一 特征 值 Rez = 0， 此 时 非 
线性 系统 〈3。3) 的 平衡 态 稳定 性 研究 必须 包括 非 线性 项 。 


§2 常见 的 几 种 平衡 态 


首先 我 们 讨论 二 维 自治 系统 (3.3〉 和 相应 的 线 性 系统 
(3.6)。 设 方程 组 (3.6) 的 非 零 特 解 为 


Ox=aie’’; dy=a,e’’ (3.8) 
将 (3.8) 式 代入 《3.6) 式 便 得 到 确定 特征 值 的 特征 方程 
BF _, BF 
J-AE 0 > 
上 7- b= ac 本 (3.9) 
BW -4| 
或 
A:-TA+D=0 (3.10) 
oF 0G 


其 中 7 了 = (这 + 如 ) ,是 雅 可 比 条 阵 7 的 迹 ， 它 等 
oF 9G oF 9G 
于 两 个 特征 值 之 和 , D= (元 六 ~ 990 ) ,是 
雅 可 比 行列 式 的 值 ， 它 等 于 两 个 特征 值 之 积 。 
由 方程 (3.10〉 解 出 4 为 
TVI7-D 
这 


(3.117 


41,2= 
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下 面 分 几 种 情况 来 讨论 。 
1.D<0 
由 (3,11) 式 看 出 ， 此 时 4, 和 4, 为 不 等 实 根 ， 且 有 相 
反 符号 。 解 有 一 支 趋 向 于 平衡 
点 ， 另 一 支 远离 平衡 点 ， 相 空 
间 的 轨 线 如 图 3.1。 原 点 称 为 
% 吉 点 (Saddle) 。 从 图 3.1 看 出 ， 
鞍点 显然 是 不 稳定 的 。 
2.D>0，72 -4D>0 
由 〈3.11) 式 看 出 ， 和 :和 
入 :为 不 等 实 根 。 当 了 >0 时 两 
3.1 远 点 根 丝 为 正 ， 解 远离 平衡 点 ， 当 
之 0 时 两 根 为 负 ， 解 趋向 平衡 点 。 它 们 分 别称 为 不 稳定 结 
点 (node) 和 稳定 结 点 ， 如 图 3.2。 


图 3.2 嬉 品 


3.D>0, 7T*-4D<O0t 
由 (3.11) 式 看 出 ，24 和 2 为 共 胃 复 根 和 = Re4 士 im， 
解 为 振荡 型 式 e(x。 51,cos(Imht)。 当 入 0， 其 实 部 为 正 ， 即 
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:振幅 不 断 增 大 ， 当 人 <0， 其 实 部 为 负 ， 即 振幅 不 断 赛 减 。 
它们 分 别称 为 不 稳定 焦点 和 稳定 焦点 ， 见 图 3.3。 
y ; y 


a. 不 稳定 b, 稳定 
图 3.3 焦点 
4.T=0, T?-4D<0 
由 (3.11) 式 看 出 ， 和 1 和 
和 ,为 纯 虚 根 ， 解 为 周期 振荡 型 
式 ， 平 衡 点 称 为 中 心 点 〈cen- 
ter)， 如 图 3.4。 显 然 ， 中 心 
点 是 稳定 的 。 
综 上 所 述 ， 在 参数 平面 人 
(T，D) 上 ， 平 衡 点 的 情 况 如 图 3.5。 
应 该 说 明 的 是 ， 方 程 《3.10) 也 是 二 阶 方 程 
x— Tx +Dx=0 (3.12) 
所 对 应 的 特征 方程 。 从 物理 上 讲 ， 方 程 《3.12) 中 含 * 的 项 
为 阻 尼 项 ，Dx 项 为 恢复 力 项 。 所 以 上 面 各 种 平衡 态 就 有 
相应 的 物理 意义 。 鼓 点 属于 负 恢复 力 ， 此 时 正 负 阻 尼 的 形态 
均 不 改变 其 不 稳定 的 形态 。 焦 点 属于 正 恢复 力 的 振荡 系 加 上 
正 (T<0) 负 阻 尼 〈T>0) 的 结果 ， 到 达 结 点 时 振 落 消失 。 
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oJ! 


T2.4D 


图 3.5 二 维 平衡 点 分 布 
中 心 点 反应 无 阻尼 的 简 谐 振荡 。 
仿照 上 面 的 方法 ， 同 样 我 们 也 可 以 考虑 三 维 自治 动力 系 
统 
/x=f1(%, y，2) 
1 79=fa(x, y, 2) (3.13) 
\2=fs(x, y, 2) 
平衡 点 f 1 (Xo Yo 20)=fo(X0, Yos 20)= fs(%o ,yo0,20) > 


= 0 的 各 种 类 型 。 
若 (3。.13) 式 右 端 雅 可 比 和 矩阵 的 三 个 特征 值 的 实 部 均 是 - 
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负 的 ， 那 么 平衡 点 
就 叫做 吸引 子 。 车 
三 个 特征 值 的 实 部 
均 是 正 的 ， 那 么 平 
衡 点 就 叫做 排斥 
子 。 三 个 特征 值 
中 ， 实 部 有 正 有 负 
的 平衡 点 叫做 南 
点 。 我 们 把 有 正 实 
部 的 特征 值 的 个 数 
叫 指 标 (index)。 
因此 ， 吸 引子 的 指 
标 为 0 ， 排 斥 子 的 
指标 为 3， 鞍点 的 
指标 可 以 是 1 或 


2， 见 图 3.6。 
83 吸引 子 
我 们 开始 讨论 图 3.6 三 维 相 空间 中 的 平衡 点 
耗 散 系统 。 正 如 第 1 和 分 别 为 特征 人 的 虚 部 和 实 部 
es 第 一 行 ， 指 标 为 0 的 吸引 子 
二 章 说 明 的 ， 此 时 第 二 行 ， 指标 为 1 的 考点 
相 空 间 的 体积 是 第 三 行 ， 指 标 为 2 的 鞍点 


收缩 的 。 例 如 对 第 四 行 : 指 标 为 3 的 排斥 子 


《3。.13) 式 就 意味 着 


di 
二 人 三 天 十 dy 中 可 


35 


9f: 9f, ,9fs 
= Ox + dy + dz <0 (3.14) 


在 耗 散 系统 中 的 整体 状态 用 吸引 子 描述 是 比较 容易 的 。 通 
常 有 四 种 吸引 子 : 定常 吸引 子 、 周 期 吸引 子 、 拟 周期 吸引 子 


和 浑 沌 级 引子。 
定常 吸引 子 ，' 例 如 二 维 空间 中 稳定 的 结 点 和 焦点 ， 它 反 


映 了 状态 x 或 y) 随 时 间 直 接 衰减 或 振荡 衰减 的 阻尼 运动 ， 
见 图 3.7。 


xX(1) 


图 3.7 定常 吸引 子 结 点 和 焦点 状态 随时 间 的 变化 


周期 吸引 子 ， 它 反映 了 状态 x 〈 或 y?) 随时 间作 周期 运 
动 。 例 如 二 维和 三 维 空间 中 的 极限 环 (图 3.8)。 


图 3.,8 周期 吸引 子 ， 二 维和 三 维 极限 环 
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又 如 环 面 上 的 运动 ， 环 面 上 的 元 素 和 以 局 部 坐标 ?1 和 ?的 
平面 上 的 元 素 一 一 对 应 。 若 i=of，92=osty 而 吉 ! 
为 有 理 数 计 ， 这 就 反应 了 环 面 上 的 周期 运动 ， 图 3.9 和 图 


3.10 是 91 = 二 和 


O1 


和 所、 | 
mi, 


2 过 


图 3.9 环 面 上 的 周期 吸 引子 ， 二 


图 3.10 环 面 上 的 周期 吸 引子 ，@? =5 


当 :是 无 理 数 时 ， 那 么 在 环 面 上 和 在 平面 上 的 轨迹 部 
充满 整个 环 面 和 平面 ， 这 就 形成 了 拟 局 期 吸引 子 。 图 3.11 是 


图 3.11 环 面 上 拟 周 期 吸 引子 ， ?= 
三 维 或 三 维 以 上 的 另 一 种 吸引 子 就 是 奇怪 吸引 子 ， 它 是 
将 三 维 空间 的 图 象 经 过 多 次 伸 长 和 折 和 迭 而 形成 的 好 象 体积 为 
零 而 面积 为 无 穷 大 的 图 象 图 3 .142 就 是 著名 的 劳 伦 兹 (Lore- 
az) 奇怪 吸引 子 。 a “i 


$4 多 个 吸引 子 及 分 型 线 
上 节 介 绍 了 吸引 子 的 种 类 ， 对 耗 散 系 统 常 有 多 个 吸引 子 
并 存 。 
一 维 情况 ， 沼 常 有 两 个 吸 引 点 的 盆 被 一 个 排斥 点 分 开 ， 
见 图 3.13。 | 
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3.12 劳 伦 兹 奇怪 吸引 子 


— "Cr———— 


A B 
图 3.13 两 个 吸引 点 


图 中 两 个 吸引 点 有 它 自己 的 吸引 盆 。 当 点 稍稍 偏 到 排斥 点 的 
左边 ， 则 最 终 状态 就 趋向 于 吸引 子 A， 当 稍稍 偏离 排斥 点 的 
身边 ， 则 趋向 于 吸引 子 B。 骸 引 到 某 个 吸引 子 的 点 集 叫 该 吸 
引子 的 吸 盆 。 图 3.14 为 二 维 情况 下 由 磁 摆 产生 的 两 个 吸引 焦 
点 盆 。 其 中 鞍点 相当 于 磁 摆 被 两 个 磁铁 吸引 力 相 平 衡 时 的 状 
态 。 进 入 鞍点 的 两 曲线 将 两 个 吸引 子 分 开 ， 这 就 是 第 二 章 介 
绍 的 分 型 线 (SeParatrix)， 阴 了 暗 区 就 是 吸引 盆 。 

二 维 情况 下 ， 也 可 以 存在 一 个 吸引 点 ， 另 一 个 是 吸引 极 
限 环 ， 中 间 被 一 个 排斥 的 极限 环 分 开 ， 见 图 3。15。 
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图 3.14 二 维 两 个 吸引 点 


图 中 的 虚线 就 是 分 型 线 ， 阴 
暗 区 就 是 吸引 盆 。 

三 维 情况 下 ， 两 个 吸引 
点 被 一 个 分 型 面 分 开 ， 见 图 
3.16。 其 它 复杂 的 情况 这 里 . 
就 不 介绍 了 。 


图 3.15 一 个 吸引 点 和 
一 个 吸引 环 并 举 


图 8.16 三 维 时 的 两 个 吸引 子 并 存 
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35 鞍点 连接 . 异 窒 点 和 同 宿 点 
相 空 间 轨 线 常 常 可 以 从 排斥 了 进入 吸引 子 ， 特 别 可 以 从 
排斥 子 到 鞍点 或 从 秽 点 到 吸引 子 ， 也 可 以 从 鞍点 到 鞍点 ， 这 
称 为 异 宿 轨道 〈 或 叫 蒋 点 连接 ) ， 也 可 以 连接 鞠 点 本 身 ， 这 
则 同 宿 轨道 。 
图 3.17 是 鞍点 A 的 不 稳定 流 形 和 鞍点 B 点 的 稳 定 流 形 柜 
交 而 形成 的 异 宿 轨 道 ， 其 交点 H 即 为 异 宿 点 。 这 种 情况 常常 
出 现在 空间 复杂 医 象 的 模 截 面 上 。 这 种 截面 称 为 邦 加 莱 
(Poincare) 截面 ， 在 第 七 章 我 们 将 详 细 介 绍 ， 图 3.18 是 : 
上 下 两 个 鞍点 环 的 邦 加 莱 截 面 上 出 现 的 鞠 点 连接 。 


图 3.17 半点 连接 、 异 宿 轨 道 


司 宿 轨道 是 鞍点 的 不 稳定 流 形 和 本 身 的 稳定 流 形 相交 ， 
图 3.9 说 明了 这 种 情况 。 其 交点 五 〈 可 以 有 无 穷 多 个 ) 叫 阿 
逢 点。 这 也 常常 出 现在 复杂 图 象 的 邦 加 莱 截 面 上 ， 见 图 - 
3.20。 
86 结构 稳定 性 
前 面 介绍 的 各 种 图 象 ， 原 则 上 应 是 物理 空间 在 相 空 间 的 - 
表示 。 若 给 系统 以 小 扰动 ， 并 不 改变 相 空间 的 轨 线 形态 ， 则 
41 


图 3.18 邦 加 荣 鹤 面 所 形成 的 鞍点 连接 


3.j9 同 宿 轨 道 


A2 


图 3.20 邦 加 莱 截 面 上 的 同窗 点 


称 是 结构 稳定 的 系统 。 
图 3.21 是 吸引 焦点 加 上 一 个 弱 的 向 外 扰动 ， 仍 产生 一 个 
较 弱 的 吸引 焦点 ， 因 而 是 结构 稳定 的 系统 。 


~、 + 7 

: i 二 
O17-(@® 
DS / 4 


+ ~、 


图 3.21 结构 稳定 的 系统 


图 3,22 是 中 心 点 扰动 成 吸引 焦点 或 排斥 焦点 ， 所 以 说 守 
重 系 统 的 中 心 点 是 结构 不 稳定 的 。 
前 面 介绍 的 鞍点 连接 也 是 结构 不 稳定 的 。 见 图 3.23。 
显然 ， 只 有 结构 稳定 的 系统 在 物理 上 才 是 可 以 实现 的 ， 
于 观察 到 的 形态 也 是 可 以 重复 出 现 的 。 
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CO) 人 
ss 十 2>4 = Ce 


图 3.23 ”结构 不 稳定 的 鞍点 连接 


$7 非 游 荡 点 集 


在 耗 散 系统 中 我 们 常 研 究 轨 道 的 终结 状态 ， 而 不 研究 它 
们 的 暂 瞬 状态 。 因 此 ， 如 果 在 相 空 间 中 取 一 小 的 圆 ， 其 中 心 
有 一 点 ， 这 小 圆 随 着 时 间 开 始 游荡 ， 且 绝 不 回来 与 它 原来 的 
位 置 交 友 ， 肝 么 合 盘 的 中 心 点 叫 游荡 点 。 如 果 这 贺 盘 仍 与 原 
来 位 置 交 破 ， 那 么 贺 盘 的 中 心 点 即 为 非 游荡 点 。 其 情形 如 图 
3.24 和 图 3.25。 图 3.25 中 的 小 圆 被 紧 束 在 中 心 。 显 然 ， 平 衡 
点 吸引 子 都 是 非 游荡 集 。 

图 3。26 是 极限 环 集 ， 此 时 小 圆 环 的 中 心 一 次 又 一 次 保持 : 
通过 初始 点 ， 这 是 非 游荡 集 。 
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图 3.25 非 游 葛 集 


在 环 面 上 的 周期 或 拟 周 期 吸 引子 (如 图 3.9，3.。10， 
3。11) 都 是 非 游 功 集 。 象 图 3.19 的 同 宿 轨 道 也 是 非 游荡 集 。 
概括 说 ， 非 游荡 集 究竟 呈现 什么 样 的 景象 呢 ? 它 可 以 是 
一 些 平衡 点 ， 或 是 一 些 周期 轨道 ， 也 可 以 是 平衡 点 与 周期 轨 
道 的 混合 物 ， 也 还 可 以 复杂 得 从 外 表 看 起 来 象 流体 运动 中 有 
时 出 现 的 各 种 大 大 小 小 的 涡 旋 ， 或 象 天 空中 有 了 时 出 现 的 伸展 
到 四 面 八方 的 片 片 小 白云 ， 而 每 一 个 这 样 的 小 涡 旋 或 小 片 片 
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图 3.2% 极限 环 非 游 落 集 
实际 上 又 充满 了 无 数 的 丝 样 的 轨 线 能 ,互相 牵连 或 互相 缠绕 。 


$8 四 种 吸引 子 的 功率 谱 特 征 
前 面 介绍 了 四 种 吸引 子 的 形态 特征 。 很 多 实际 问题 中 党 
常 只 给 出 观测 到 的 离散 的 时 间 序 列 (其 时 间 间 隔 为 A7) 
Xi 和 2 eee 和 %， (3.15) 
如 何 从 时 间 序 列 中 提取 这 四 种 吸引 子 的 不 同形 志 的 信息 呢 % 
大 家 知道 ， 可 以 对 x/ 作 富里 埃 变换 


Pts jn 

人 42 Xe 一 

2 Va 4 kh=i, 2 so 
(3,.16% 

其 频率 间隔 为 A/ = 5A ，。 的 道 变换 为 
民 A A 

A vn ， Xe e “ j=1, 2. e000n 

(3.177 


其 中 i = -1 为 纯 尤 数 。 
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这 种 变换 不 具有 欧 氏 长 度 丑 ;x; :的 守 便 性 ， 但 具备 哈密 
顿 〈Hamilton) 长 度 的 守恒 性 ， 妈 


ls ) Ie (3.18》 


时 间 序 列 x, 的 自 相 关 函 数 为 


p= VD) 12 
"A (3.19) 
而 自 相关 函数 的 富民 交换 ， 吧 为 功 率 谱 | 22 
2 ni, 2xmk (3.20) 
Ss=| xi = jv-eos ( nn ) 


它 的 意义 是 代表 单位 频率 上 的 能 量 。 图 3,27 是 时 间 序 列 及 其 
相应 的 功率 谱 。 由 于 | x，| ?=| x。-，| *，、 所 以 功 率 谱 对 垂 


直线 f = re 所 以 其 有 效 信息 的 频率 范围 是 
从 0 到 ?Ai。 


Ye A 


Ai tm nAt Af= 去 十 fw. mt 


图 3.27 时间 序列 ( 左 ) 及 其 功率 谐 ( 右 ) 
从 功率 谱 上 对 周期 函数 、 拟 质 期 函数 和 非 局 期 函数 是 容 
易 区 分 的 。 首 先 对 周期 吸引 子 (包括 定常 吸 引子 )， 它 的 功 


素 谱 是 分 立 的 ,离散 的 。 它 包括 基 频 /= 于 〈 其 中 7 是 时 间 序 
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列 的 周期 ) 和 它 的 莫 波 站 ， 习 ， 条 …… 或 它 的 分 类 大， 名， 


人 。 图 3.28 是 悦 其 1， 周期 ?及 周期 4 的 形态 和 它们 的 


-功率 谱 。 而 对 拟 周期 函数 , 它 包 含 各 式 各 祥 的 周期 (或 频率 )， 

且 它 们 之 间 的 比例 是 无 理 数 。 例 如 含 两 个 频率 fi 和 f; 的 拟 
周期 函数 〈 六 /7 是 无 理 数 )， 则 它 的 功率 谱 也 是 分 立 的 、 

离散 的 ， 但 除了 包含 频率 户 和 产 外 ， 还 包括 由 于 非 线性 相 
互 作用 而 产生 的 频率 mi 六 +zzfa (mi 和 m: 是 任何 整 数 )， 

因此 谱 线 并 不 象 周 期 要 数 妨 样 以 其 间隔 的 频率 分 立 。 图 3 .29 
是 含 1 和 f: 的 拟 周 期 函数 的 功率 谱 。 


EE Xx EE: 
| 
| 1 
| | 
| ,es 品名 省 
9 of le fo 3fo fo 
gr | 
a， 上 语 般 1 b. 局 期 2 \ ts 周期 4 


图 3.28 周 拱 函数 和 它们 的 功率 谱 


对 于 非 周 期 函数 ， 我 们 要 区 分 随机 的 自曝 声 和 确定 性 的 
戎 机 ( 即 浑 沌 )。 白 噪声 是 由 大 量 独 立 的 因素 产 生 的 ， 因 而 
其 功率 谱 的 振幅 和 频率 无 关 ， 即 没有 任何 声音 的 谐 波 结 构 ， 
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| 9o8 ， 


-一 一 一 -一 


图 3.29 拟 周期 函数 的 功率 谱 
@:j-1 ©,: 3fi-f: @: ji+fa @: 3f1 
©: 5f1-f: @: 3fit+f: D: 5f1 @;: 71 -1 
5fi+fs 
斌 以 功率 谱 是 连续 的 平 谱 。 而 对 于 浑 沌 ， 它 的 功率 谱 是 连续 
的 ， 但 不 是 平 谱 ， 见 图 3.30。 


A 


Ed 


图 3.30 浑 沌 的 功率 谱 
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第 四 章 分 盆 


从 前 面 三 章 我 们 已 经 知道， 物理 、 化 学 、 生 物 等 系统 闫 
态 演变 的 共同 特点 是 ， 它 们 将 导致 多 样 化 和 增加 复杂 性 。 即 
当 系统 的 控制 参数 变化 时 ， 新 的 定常 状态 解 、 周 期 解 、 拟 周 
期 解 或 浑 沌 解 会 分 盆 出 来 。 这 些 多 样 化 的 形态 均 是 由 非 线性 
方程 代数 方程 、 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 等 ) 控制 的 ， 而 
且 它们 又 是 大 外 界 进入 系统 的 能 量 来 维持 的 ， 前 面 把 这 种 多 
梓 化 的 形态 统称 为 耗 区 结构 。 

§1 数学 物理 中 的 分 岔 现象 


除了 第 一 章 介绍 的 几 个 例子 说 明 复 杂 现 象 是 经 过 几 次 分 
岔 过 程 导 得 的 。 现 在 再 介绍 几 个 例子 。 

[5 例 1] 欧 拉杆 在 轴 向 压力 变化 时 引起 的 弯曲 问题 。 

这 是 著名 科学 家 欧 拉 在 1744 年 所 研究 的 一 个 问题 。 一 个 - 
均匀 杆 的 一 端 受到 一 个 压力 上 《控制 参数 ) 的 作用 ， 当 压力 
4 较 小 时 ， 杆 保持 直线 平衡 状态 ， 若 用 9 表示 杆 的 切线 和 实 办 
之 闻 的 夹 角 ， 则 当 p 小 时 ，6 = 0。 但 是 当 压力 4 超过 一 临界 值 
《可 以 证 明 这 个 临界 值 为 x*〉 时 ， 原 有 的 平衡 状态 失去 稳定 
人 性， 而 发 生 杆 的 弯曲 ， 这 就 是 新 的 平 痊 态 。 见 图 4,1 和 图 
4。2。 

这 个 问题 的 数学 描述 是 解 下 列 非 线 性 方程 的 边 值 问题 

0 +hsing=0 
。 。 (4.1> 
\ 0(0)=0, 0 (1) =0 
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图 4.1 欧 拉杆 图 4.2 py 超过 x? 时 杆 的 分 盆 
显然 (4.1) 式 表征 的 是 一 个 特征 值 问题 ， 其 相应 的 线性 问题 
可 表示 为 


“ob +H0=0 
(4.2) 


0 (0) =0， 0 (1) =0 

从 (4.2) 式 很 巡 分 析 得 到 ， 当 4 不 是 特征 值 时 ，(4.2) 式 为 
零 解 9 =0， 它 代表 杆 未 弯曲 的 状态 。 只 有 当 4 为 特征 值 时 
《很 易 证 明 x ?是 一 个 特征 值 ;，(4.2) 式 才 有 非 零 解 % 兰 0， 
它 代表 弯曲 的 状态 。 图 4.2 是 状态 6 和 4 的 关系 示意 图 ， 从 图 
上 看 出 ， 当 4>* 后 ， 原 有 的 9 = 0 状态 发 生 不 稳定 ， 而 分 盆 
出 稳定 的 弯曲 状态 9 兰 0， 当 然 杆 究竟 向 那 一 边 弯 ， 这 很 大 程 
度 上 决定 于 初始 扰动 《 涨 沙 )。 

5 例 23 双 星 裂 变 理论 。 这 个 问题 是 从 1687 年 牛顿 发 表 和 有 
关 地 球形 状 的 理论 而 于 始 的 。 地 球 型 底 是 长 檐 球 〈 东 西 局 ) 
还 是 扁 梢 球 南 北 扁 )? 卡 西 米 (sD 是 东西 扁 , 枉 
牛顿 认为 是 南北 遍 。 

大 家 知道 ， 若 地 球 不 加 动 〈 自 转 ) 时 ， 则 是 圆 球 ， 即 三 
个 半 轴 相等 c=2 =c， 而 当地 球 自转 时 则 是 扁 的 。 为 此 我 们 
用 角 动 量 K 表 示 深 制 参数 ， 当 4 较 小 时 ， 麦 克 劳 林 在 1742 年 用 
非 线 性 理论 论证 了 牛顿 的 看 法 ， 即 地 球 是 一 个 南北 扁 的 扁 球 
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“(a=6>>c)， 称 为 麦克 劳 林 椭 球 。 到 1834 年 雅 可 比 论证 ， 当 
4 超过 0.384436 时 ， 考 克 劳 林 椭 球 就 变 成 不 稳定 而 分 盆 出 一 
个 雅 可 比 椭 球 (a>>6>>c)。1883 年 汤姆 孙 (ThomPson) 和 闪 
特 (Tait) 又 论证 ， 当 角 动 量 再 增加 ， 雅 可 比 椭 球 又 不 稳定 就 
分 岔 出 中 间 薄 两 头 厚 的 梨 形 球 。 这 就 导致 邦 加 莱 猜 想 ， 从 雅 
可 比 椭 球 到 梨 形 球 是 双 是 产生 的 原因 ， 有 关 这 个 问题 直到 归 
前 还 在 研究 。 

[ 例 3] 旋转 流体 一 一 泰勒 涡 旋 问题 。 除 了 第 一 章 介 绍 的 
贝 纳 对 流 、 卡 曼 涡 街 问题 而 外 ,流体 力学 中 分 盆 的 问题 还 奇 
勒 涡 旋 问 题 。 粘 性 不 可 压缩 流体 处 在 两 个 同 轴 加 柱 
图 4.3。 内 柱 以 常 角 速度 @ 旋 转 ， 外 柱 静 止 。 我 们 以 角 湾 度 @ 


或 相应 的 雷诺 数 Re = (<? 中 作为 控制 参数 (R, 和 Rs 


分 别 为 内 入 和 外 入 的 半生 ,> 是 流体 粘性 系 雪 )。 当 oRe 娄 》 
较 小 时 ， 流 体 运动 是 定常 的 圆 轨道 的 库 特 (Couettle) 流 。 当 
超过 一 临界 值 后 ， 则 在 垂直 方向 上 有 周期 运动 ， 这 就 是 泰 
勤 洞 旋 ( 见 图 4.4), 它 和 迭 加 在 库 特 流 上 。 当 再 增加 , 就 会 分 盆 
珊 波 状 涡 旋 ， 它 在 时 间 上 和 垂直 方向 上 都 是 周期 性 的 。 当 w 
进一步 加 大 ， 实 验 已 经 证 实 会 出 现 非 周期 运动 ， 


SR 


图 4.3 ” 同 轴 圆柱 | 图 4.4 之 勒 涡 旋 
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[ 例 4 ] 一 个 结实 的 环 悬 挂 在 天 花 板 上 ， 并 且 一 个 小 球 静 
站 在 环 的 底部 ， 环 围绕 通过 环 中 心 的 委 直 轴 以 角速度 o 旋 
转 。 当 @ 较 小 时 ， 小 球 静 止 在 环 的 底部 , 小 球 是 稳定 的 ( 见 图 
4.5(a))。 但 当 w% 超 过 某 一 临界 值 0。 后 ， 小 球 滚 出 环 的 底部 
〈 见 图 4.5(b))。 至 于 小 球 滚 到 左边 还 是 右边 ， 这 要 看 小 球 最 
初 偏 痪 垂直 轴 到 哪 一 边 。 小 球 处 在 闫 的 位 置 可 以 看 作 是 小 球 
原 有 位 置 (底部 ) 失 去 稳定 性 而 分 从 出 米 的 。 


图 4.5” 环 旋转 时 小 球 位 置 的 变化 


若 把 图 4.5 中 的 环 改 成 一 个 空心 球 ， 则 o< os 时 小 球 处 
在 球 的 底部 ， 当 w>>o。 此 时 小 球 湾 出 球 的 底部 ， 且 在 空心 球 
闪 作 圆周 运动 , 见 图 4.6。 小 球 由 更 止 的 平衡 态 变 成 周期 态 ， 
这 就 是 我 们 下 面 要 讨论 的 羽 夫 (Hopf) 分 贫 (或 叫 复 分 
贫 )。 

这 些 例 子 都 是 来 自 不 同 的 科学 领域 ， 但 有 一 个 共同 的 特 
点 ， 它 们 是 由 一 组 耦合 的 常 或 偏 微 分 方程 组 来 描述 (尽管 有 
些 例 子 并 未 列 出 方程 式 ， 象 例 3 满足 流体 力学 中 的 纳 维 一 斯 
托 克 司 方程 )。 方 程 组 中 包含 一 个 或 几 个 控制 参数 《如 雷诺 
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图 4.6 小 球 由 静止 变 为 周期 运动 


数 )， 随 着 参数 的 变化 ， 系 统 可 以 有 定常 状态 ， 周 期 状态 ， 
拟 周期 状态 和 浑 沌 〈 非 周期 ) 状态 。 这 些 状 态 不 断 演 化 ， 交 
替 出 现 。 就 构成 事物 演变 的 多 样 性 和 复杂 性 。 


§ 2 实 分 岔 点 和 极限 点 
设 动力 系统 的 形态 用 带 控制 参数 a 的 微分 方程 。 
dx =f (xz，o) (4.3) 


来 描述 。 其 中 x 是 状态 变数 向 量 ，a 是 控制 参数 ， 方 程 (4.3) 
的 右 端 不 明显 地 含有 了 时间。 因而 是 自治 动力 系统 。 

在 应 用 中 通常 将 动力 系统 分 成 两 种 类 型 。 第 一 种 类 型 向 
量 * 是 有 限 维 的 ， 称 为 集 总 参数 系统 ， 它 常 以 n 个 一 阶 常 微 
分 方程 组 来 描述 ， 第 二 种 类 型 ， 向 量 x 是 无 限 维 的 ， 称 冯 分 
布 参 数 系统 ， 它 常 以 抛物 型 偏 微 分 方程 组 来 描述 。 

方程 (4.3) 的 定常 状态 解 。 即 第 三 章 中 令 述 的 平衡 态 ， 
可 以 认为 时 间 很 长 以 后 ， 状 态 稳定 下 来 不 随时 间 变 化 、 故 

f (x, ao) =0 (4.4) 
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为 了 求 出 由 《4,.4) 式 确定 的 定常 状态 解 ， 对 集 中 参数 系统 
要 解 非 线性 代数 方程 组 ， 对 分 布 参数 系统 ， 要 解 常 微分 方程 
组 或 椭圆 型 偏 微分 方程 组 的 非 线性 边 值 问题 。 

本 章 的 中 心 任务 是 从 定常 状态 解 开 始 的 各 种 形态 解 的 转 
化 ， 这 就 要 研究 解 的 稳定 性 变化 以 及 解 的 个 数 的 变化 两 个 问 
题 。 为 此 我 们 介绍 几 个 基本 术语 。 

我 们 以 一 维 动力 系统 


dx 
at =f (x, a) (4.5) 
为 例 , 方 程 (4.5) 的 定常 状态 解 满足 . 
f (x, 0«) =0 (4.6) 


从 第 三 章 我 们 知道 ， 定 常 状态 解 从 力学 上 讲 是 速度 和 加 速度 
:等 于 零 的 点 ， 即 在 该 点 相应 的 外 力 f 为 零 。 


现在 将 力 /表示 成 位 势 7 的 滋 度 
f=- 0 (4.7) 


那么 〈4.6) 式 就 意味 着 定常 状态 解 满足 
0 C4.8) 


从 数学 上 讲 ， 9 ”= 0 意味 着 不 满足 隐 函数 定理 。 因 为 若 


9 闪 0， 则 该 点 的 力 沿 六 的 切线 方向 就 有 非 零 分 量 ， 这 称 ， 


为 满足 隐 函 数 定 理 ， 见 图 4.7。 所 以 说 定常 状态 解 (或 平衡 态 ) 
一 定 满足 (4.8) 式 ， 或 不 满足 隐 范 数 定理 。 
关于 平衡 点 的 稳定 性 ， 据 (3.6) 式 由 雅 可 比 矩阵 的 特征 


秆 决定 ， 对 问题 4.5)， 雅 可 比 短 阵 就 是 一 个 元 素 2 -， 因 
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图 4.7 满足 隐 阴 数 定理 


而 它 就 是 特征 值 ， 且 是 实数 。 因 此 -+ <0 时 平 街 态 是 稳定 
的 ， 允 > 0 时 平衡 态 是 不 稳定 的 ， 改 在 

of - 

=0 《4.9) 
处 平衡 点 由 稳定 变 成 不 稳定 ， 该 点 称 为 实 分 盆 点 。 由 于 在 分 
盆 点 处 x 和 参数 < 的 关系 不 是 唯一 的 ， 故 有 有 

of =0 
Oa 
所 以 说 实 分 盆 点 满足 (4.9) 式 和 (4.10) 式 。 有 时 实 分 贫 - 
点 也 称 退 化 临界 点 或 非 莫 尔 斯 (Morse) 临 界 点 。 在 实 分 多 


点 处 有 两 条 民有 不 同 切线 -9x 的 解 分 支 曲线 4-6) 通过 , 


见 图 4.8 中 点 2 。 
另 一 种 平衡 点 叫 极限 点 ， 解 通过 该 点 时 个 数 发 生变 化 。， 


该 点 满足 


人 4。10》 


of _ FA 
d= 0 ， 了 到 (4,11 六 


《4.11) 式 中 的 第 一 式 是 由 于 该 点 解 分 支 不 满足 唯一 性 ,- 
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由 于 该 点 处 49 改变 符号 ， 并 且 有 唯一 关 系 。 (x) 成 立 ， 
即 38 0， 即 在 极限 点 处 相 汇 合 的 两 个 分 支 有 一 极限 “ 切 


线 ” -9 = 0， 见 图 4.8 中 点 1。 


和 
a A 9 3 
1 C > , 
bE 4 d 


图 4.3 解 图 1, 极 腿 点 ，2, 分 盆 点 ，3. 分 盆 极 限 点 。 


有 时 解 的 平衡 点 既是 极限 点 又 是 分 岔 点 ， 则 称 为 分 贫 极 
限 点 ， 如 图 4.8 中 的 点 3 。 图 4.8 中 的 曲线 ab，cd 代 表 解 的 分 
支 。 

方程 〈4。3) 的 定常 解 x 依 赖 于 a 的 全 部 图 象 就 叫做 解 
图 ， 图 4.8 是 解 医 的 一 段 。 

有 了 时 系统 《4。3) 中 含有 多 个 控制 参数 ， 例 如 gc 和 C， 这 
时 对 每 一 个 固定 的 ,我 们 就 能 够 找 出 分 岔 点 和 极限 点 。 这 样 
在 参数 平面 “c 一 ”上 就 找 出 了 分 贫 点 曲线 xc (Bp)， 这 种 分 
盆 点 和 参数 的 依 束 关系 ， 叫 做 分 岔 图 ， 如 图 4,9。 

从 分 贫 图 上 我 们 再 次 看 出 ， 分 盆 点 曲线 确定 了 解 的 熏 定 
性 变化 ， 该 线 的 两 边 解 的 拓扑 结 询 是 完全 不 同 的 ， 即 经 过 分 - 
省 点 发 生 了 结构 不 稳定 ， 而 极限 点 曲线 确定 了 解 的 个 数 的 变 : 
化 。 

有 时 系统 (4.3) 中 的 参数 x 是 随时 间 变 化 的 ， 即 c( 力 ， 
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~ 一 4(B), 分 贫 点 曲线 


极限 点 曲线 


次 a4.9 分 岔 图 


那么 此 时 解 的 形态 就 连续 变化 。 解 的 某 个 特征 量 〈 例 如 解 的 
模 数 x 中》 随 a (t) 而 变化 的 图 就 叫做 演化 图， 图 4.10 是 
演化 图 的 一 个 例子 。 应 该 指出 ， 在 演化 图 上 仅仅 稳定 的 解 是 
连接 着 的 〈 如 图 中 实 线 )。 


人 


-a(t) 


图 4.10 演化 图 


8 3 分 贫 的 三 种 基本 原型 
从 前 面 我 们 看 出 ， 动 力 系统 中 若 控制 参数 上 (或 者 w) 发 
生变 化 时 ,引起 雅 可 比 矩 阵 ( 有 时 称 导 算 子 〉 的 特征 值 的 双 曲 
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性 破坏 〈 如 有 的 特征 值 的 实 部 为 零 )， 发 生 结构 稳定 性 的 变 
化 ， 这 就 是 分 岔 。 如 果 从 雅 可 比 矩 阵 的 特征 信 * 的 第 度 看 ， 
参数 4 变化 时 ， 通 过 Re^ = 0 的 情况 可 能 有 三 种 过 程 发 生 ， 

1 ,特征 值 沿 复 平面 (Re 入 ，ImAX) 的 实 轴 穿 过 虚 轴 。 

2. 特 征 值 沿 复 平面 的 上 方 或 下 方 穿 过 虎 轴 。 

3. 特 征 值 沿 复 平面 的 实 轴 两 边 而 趋向 虚 轴 。 

这 三 种 过 程 都 引起 ReX =0， 即 参数 4 变化 时 ，ReX =0 的 
前 后 稳定 性 不 同 ， 拓 扑 结构 形态 不 同 ， 即 发 生 分 岔 。 这 三 种 
过 程 和 演变 的 示意 图 如 图 4.11。 它 们 分 别称 为 叉 型 (Pitchfo- 


lm 


图 4.11 分 岔 的 三 种 类 型 
rk) 分 贫 、 恩 夫 分 分 和 鞍 一 结 点 分 分 (或 切 分 贫 )。 第 一 、 第 
三 种 叫 实 分 贫 ， 第 二 种 叫 复 分 岔 。 无 论 娜 一 种 ， 在 分 盆 点 


处 都 应 有 
eRe 0 (4.12) 


现在 回忆 一 下 第 三 章 的 图 3.5， 实 际 上 在 了 = 0 处 和 D=0 
处 分 别 发 生 霍 夫 分 贫 和 圭一 结 分 岔 。 现 在 分 别 用 例子 说 明 ， 
]。 又 型 分 分 
其 典型 方程 为 
xx =px-_xs=x (Hr?) =f (zx，p) (4.13) 
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方程 4 .13) 的 平衡 态 是 


ee 当 #<0 (4.147 
x=0 和 x=+wh, 当 L>0 
平衡 杰 的 总 定性 由 雅 可 比 和 矩阵 
Fe -UL_3x| (4.15) 
OX | 下 生态 | 平衡 态 


的 特征 值 决定 。 因 为 此 时 7 是 一 个 元 素 ， 所 以 /的 特征 值 是 
(4。15) 式 。 

就 平衡 态 x = 0 而 言 ， 当 4 之 0 时 入 = 4<0 ， 因 而 平衡 态 
x = 0 稳定 ， 当 4> 0 时 和 = >0， 因 而 平衡 态 是 不 稳定 的 。 

就 平衡 太 x = VL (4> 0) 而 言 ， 和 = - 24< 0 ， 工 
而 平衡 态 x = + 4 在 4>> 0 是 稳定 的 。 

因此 4 由 负 变 为 正 时 ， 特 征 值 ^ 沿 实 轴 空 过 虚 轴 ， 状 态 
x = 0 则 由 稳定 变 成 不 稳定 ,并 分 贫 出 新 的 平衡 态 x = + wh。 
这 就 是 又 型 分 岔 ， 见 图 4.12。 图 中 点 (4=0，x =0 ) 显然 
是 分 岔 点 ， 因 为 它 符合 (4.9) 式 和 (4.10) 式 ， 即 


of | 0 (4.16X 


图 中 实 线 表示 稳定 的 平衡 态 ， 虚 线 表 示 不 稳定 的 平衡 态 。 
因为 问题 〈4.13) 是 一 维 情况 ， 所 以 可 以 写成 位 势 形式 - 


. ar 
X = 人 YXY-Xa = 一 (4.17) 


其 中 位 势 
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入 = 于 x 4 一 和 (4.18) 


它 在 4 二 0 和 4#>0 的 示意 图 见 图 3.13。 从 图 4.13 和 图 4.12 (a) 
比较 看 出 ， 位 势 普 〈x) 的 极 小 这 相 


a 


(a) ‘b) 


国 4,12 义理 分 佑 《9) 超 临界 ，(5) 亚 临界 


AV’ix) 
VR 


图 4.13 位 势 上 (x) 示 意图 
应 于 稳定 的 平衡 态 ， 位 势 了 _ 〈x) 的 极 大 值 相应 于 不 稳定 的 平 
衡 态 。 


典型 方程 (4.13) 若 变 成 
X=Ux+xs (4.19) 


则 分 岔 图 就 是 图 4.12(b)。 
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图 4.12(a)，(b) 分 别 叫 超 临 界 分 盆 和 亚 临 界 分 盆 。 若 
LHe (4c 为 临界 参数 ) 时 ,平衡 态 的 一 分 支 是 稳定 的 ， 但 到 
了 k= Ac 时 变 成 不 稳定 的 平和 化 态 , 有 新 的 平衡 解 分 支 在 人 > Ace 
是 稳定 的 ， 则 叫 超 临界 分 贫 , 若 新 的 平衡 态 分 支 解 在 4< .时 
是 不 稳定 的 ， 则 叫 亚 临界 分 岔 。 

2. 埠 夫 分 含 

其 典型 例子 是 
| x = 一 y+xXCL 一 (xX2+232)]= 一 (xy) 


(4.20) 


y=X+ YL- (x+ ) f(x,y) 
显然 x*=0，y =0 是 一 个 平衡 态 ， 它 的 雅 可 比 和 矩阵 为 


fa7， af 
天 Ox oy 

人 9f, 9jf | 
ox 9y )(，o)， 

| 

= (4.21) 
1 u 
它 的 特征 值 是 共 恩 复 根 

pe 了 (24 二 20 = Ad (4.22) 


由 (4.22) 式 看 出 ， 当 会 数 4 由 负 变 到 正 时 ，“ 没 实 轴 上 方 和 
下 方 穿 过 虚 轴 ，(0，0) 则 让 稳定 的 平衡 态 〈 吸 引子 ) 变 成 不 
稳定 的 平衡 态 〈 排 斥 子 ) ， 究 竟 分 贫 出 什么 形态 呢 ? 将 方程 
组 (4.20) 化 为 极 坐 标 形式 
x=r cosb 


设 ”。 yp sg (4.23) 
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yy 
= rt) (r, bh) 


则 加 本 (4.24) 
0 = 这 ei 
方程 组 (4 .24) 的 第 二 式 说 明 ， 轨 线 以 一 常 角速度 旋转 。 而 方 
程 组 (4.24) 第 一 式 说 明 ， 极 坐标 系 中 在 4 之 0 还 有 另 一 平 筑 态 
六 = (4.25) 

由 于 (4.24) 式 和 又 型 分 岔 (4.13) 式 非常 相似 ， 故 很 易 分 析 
出 ，4<0 时 r~= 0 是 稳定 的 焦点 ，4>> 0 时 就 变 成 不 稳定 焦点 ， 
而 分 岔 出 半径 为 4 的 极限 环 (4.25) 式 。 这 种 分 岔 叫 霍 夫 分 
岔 。 其 分 岔 图 见 图 4.14(a)。(4.25) 式 说 明 (x，y) 坐 标 系 中 
的 极限 环 变 成 极 坐标 系 中 的 平衡 态 ，(*，y) 坐 标 系 中 霍 夫 分 
贫 成 为 极 坐标 中 的 叉 型 分 盆 。 所 以 按 (4.16) 式 ， 点 (x= 0， 
y=0),=0) 是 一 个 霍 夫 分 盆 点 (虽然 它 已 是 复 分 贫 ) 。 


ht A 
1 ' 
+ . 
一 -一 | 1 
| 
‘CN ! v 
Sy rr 
AN 
7 Ki 
1 [ \ 
> 71- 下、 
< > 
~ 
(a) Cb! 


图 4.14 和 雪夫 分 贫 图 。(a) 超 临界 ，(b) 亚 临界 
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方程 组 (4.20) 若 变 成 


xX = yt (X24 y7)) 
5 (4.26) 
i y =X+ ycH+ (x+ y:)) 
其 分 贫 图 见 4.14(b)， 图 4.14(a) (P) 分 别称 为 超 临界 堆 夫 分 
岔 和 亚 临 界 替 夫 分 盆 。(4.22) 式 表明 ， 霍 夫 分 贫 是 复 分 岔 。 
3。 鞍 一 结 分 分 ( 切 分 分》 
其 典型 方程 为 


x 

| (4.27) 
[y=+y 

从 (4.27) 式 看 出 ， 当 4<0 时 平 衡 态 是 (+ -jp ，0)， 它 的 
雅 可 比 和 抢 阵 是 


/ (+w -pp, 0) 


+2wv-A 0 
= (4.22) 


0 二 六 


因而 7 的 特征 值 是 和 = 土 2 -4， 和 2 = 土 1。 故 特征 值 符号 相 
同时 代表 结 点 ,符号 相反 时 代表 鞍点 。 但 到 达 4 = 0 时 平衡 态 结 
点 和 鞍点 合并 成 一 个 ， 即 (0，0)， 到 /之 0 时 却 无 平衡 态 。 即 
h 由 负 变 到 正 时 ， 2? 沿 实 轴 两 边 趋 向 虚 轴 ， 这 是 炫 一 结 点 分 
贫 ， 见 图 4.15。 显 然 点 (x= 0，y=0，4= 0) 是 分 岔 点， 这 
是 因为 将 分 贫 点 条 件 (4.9)，(4.10) 式 推广 到 二 维 即 为 


”64 


X 
图 4.:5 鞍 一 结 点 分 盆 
9f! 9f1 |! Pr 
Ox dy | 
‘detJ = 1 =_0 
1917， 9f2 | 
j Ox 9y 分 岔 点 ， 
0 Gf 
| (4.29) 
detJ = | = . 
Es pr Gp ? 
| dx da | 分 全 点 
天 问题 (4.27)， 上 式 的 两 个 行列 式 为 
| 2x 0 
det J = 0 +1 = 0， 
x=0 
y=0 
p=0 
PR 
GetJ = 0 0 = 0 
>20 
=0 
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它们 满足 (4.29) 式 。 


对 ” 维 自治 动力 系统 
Ca a), f= 1. 2, e000 
(4.307 
实 分 岔 点 ， 应 满足 
(YI1，MXz， eeoX 0)=0，i= 1, 2 1 
(4.31). 
| det J (x1, Xo worXs, 0)=0 
和 二 (4.32》 
| det J (x1, Xo ee Xs, 0)=0 
of, ) 
其 中 了 的 元 素 是 7 的 最 后 一 列 用 { 9-} 代替 。 
对 极限 点 应 满足 (4。31) 式 及 
det 7 CMs Ws sess a) =0 
(4.33) 


det 了 (XisKas my, a)SO 


除了 前 面 讨 论 的 超 临 界 分 岔 、 亚 临界 分 岔 以外， 还 有 一 
种 叫 跨 临 界 分 盆 。 它 的 典型 例子 是 
X= Lx- X= x(H— xX) (4.34) 
方程 (4 .34) 在 4< 0 和 
4>>0 都 有 两 个 平衡 态 
x= 0 和 Y= 人。 很 容易 
验证 平衡 态 x= 0 在 
4<0 稳 定 ， 而 在 4 之 0 
不 稳定 ， 相 反 平 衡 态 
x= /在 4<0 不 稳定 ， 
图 4.16 跨 临 园 分 盆 而 在 4 之 0 稳定 。 这 只 
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是 交 定 性 通过 分 岔 点 而 交换 ， 但 形态 并 未 变化 ， 这 种 分 贫 叫 
跨 临 春分 盆 ， 见 图 4.16。 
84 较为 复杂 的 分 贫 

上 节 中 的 分 贫 是 三 种 基本 原型 。 实际 问题 中 的 分 盆 则 比 
较 复 杂 。 下 面 举 一 些 例 子 。 

人 在 及 型 分 岔 原型 (4.13) 中 右 疯 若 多 一 个 常 洗 bp>>0， 即 

x =Lx-x+p (4.35) 
起 中 p 反 缺 隆 参 潘 ， 此 时 平 筑 态 满足 
xs—Hx-p=0 4.36) 

这 时 解 图 为 图 4.17。 从 人 
图 4,17 看 出 ， 由 于 有 小 2 
的 pp， 使 解 航 分 文平 滑 2 
地 过 滤 到 新 的 分 支 解 一 一 一 一 一 
(偏向 一 边 ) 。 这 叫 有 
缺 耻 能 分 从 。 因 为 若 欧 
拉杆 无 缺 隐 ， 那 么 压 大 
4 增加 后 既 可 能 次 向 左 疼 4.17 有 缺陷 的 分 贫 
边 或 弯 疝 右边 ， 而 当 欧 拉杆 有 缺陷 后 (ps0) 则 增加 后 ， 杆 
只 能 向 一 边 弯 曲 ， 抑 图 4.18。 看 来 有 缺陷 的 分 盆 更 符合 实际 
的 情况 。 


在 又 腊 分 岔 原型 (4.13) 中 航 右 上 端 若 多 一 个 二 次 项 ， 即 


X= Hx— xX? +2ax: (4.37) 
方程 (4。37) 的 平衡 态 有 三 个 
nd (4.38) 


显然 后 面 两 个 解 只 有 在 4 这- a’ 存在 ,(4.38) 式 的 解 见 图 4.19。 
由 于 方 牌 (4.37) 中 包括 有 二 次 项 ?ax*， 因 而 在 分 盆 点 (4= 
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‘a.) (b) 
图 4.18 无 缺陷 分 分 (a) 和 有 缺陷 分 岔 (b) 过 


0，x=0) 处 有 类 似 于 (4.34) 式 的 跨 临 界 分 岔 性 质 ， 而 且 和 
有 缺陷 的 分 岔 (图 4.17) 仅 有 很 微小 的 差别 。 还 要 看 到 ， 当 
4 值 由 较 大 的 负 值 变 到 正 值 时 ， 在 4= 0 处 发 生 分 贫 ,由 
*= 0 的 解 分 支 变 到 (4.38) 式 的 另 一 个 解 分 支 ， 但 当 / 值 由 正 
值 中 的 * 二 0 的 解 分 支 变 到 #2<0 时 , 则 在 点 (4&8= -2，x= a) 
. 处 突 跳 到 解 分 支 Xx= 0。 这 就 是 灌 后 现象 。 


图 4.19 有 滞后 的 路 临界 分 贫 图 4.20 有 滞后 的 亚 临 界 分 伟 


在 又 型 分 贫 原 型 (4.13) 的 右 端 若 多 出 一 个 5 次 项 ， 则 方 
程 为 


X= Lx+2axs -ws (4.39) 
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当 c 之 0 有 时， 而且 接 近 分 盆 点 处 ， 此 时 (4.39) 式 中 的 五 次 项 
不 重要 ， 方 程 (4.39) 的 形态 类 似 于 图 4.12(b) 的 亚 临 界 分 
贫 。 方 程 (4.39) 有 平衡 态 xY= 0 和 由 下 式 
x4_-2ax2-A=0 (4.40) 
定义 的 平衡 态 。 其 解 见 图 4.20。 从 图 上 看 出 ， 这 里 不 但 有 潍 
后 现象 ， 而 且 还 有 突 跳 发 生 。 
将 霍 夫 分 倪 原 型 方程 (4.24) 右 端 加 上 5 次 方 项 得 


{rhr+2ars -rs (4.41> 

: 0=1 
就 可 以 得 到 有 兹 后 的 亚 临 YY 
界 截 夫 分 分 ， 见 图 4 .21。 
从 图 4.21 看 出 ， 它 非常 类 
似 于 图 4,20。 因 此 缓慢 增 
加 HA 时， 定常 状态 (焦点 
解 可 以 突变 成 极限 环 ， 反 
之 ,人 减少 时 稳定 的 极限 一 
环 可 以 突然 消失 ，“ 变 上 
成 ”和 “消失 ”极限 环 的 
位 置 不 同 ， 这 就 是 滞后 。 图 4.21 有 滞后 的 亚 临界 答 夫 分 贫 

从 带 潜 后 的 亚 临界 又 型 分 岔 (图 4.20) 和 亚 临界 霍 夫 分 岔 
(图 4。21) 看 出 ， 当 控制 参数 4<Ac 时 ， 若 扰动 比较 小 则 是 稳 
定 的 ， 赵 向 于 x = 0( 或 r=0) 解 。 但 若 扰动 比较 大 ， 则 产生 不 
稳定 ， 而 趋向 于 另 一 平衡 态 分 支 (4.40) 或 男 一 极限 环 分 支 。 
这 种 亚 临界 分 岔 是 流体 产生 油 流 的 方式 之 一 。 


85 定常 状态 解 及 其 稳定 性 
根据 第 三 章 31 的 讨论 ，” 维 自治 动力 系统 〈4.30) 定常 
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状态 解 的 稳定 性 ， 由 雅 可 比 矩 件 


人 


的 特征 值 决定 。 下 面 举例 说 明 。 


5 例 17 x = sinx(acosx—1)，— 了 二 


(4。42》 


. (4.43) 
此 例 是 一 个 守恒 系统 ， 据 第 三 章 分 析 ， 其 平衡 态 只 能 是 稳定 
的 中 心 或 不 稳定 的 鞍点 。 

令 *=y， 则 方程 (4.43〉 化 为 


“=y 
。 (4.41) 
y = sinx(acosx—1) 
从 (4.44) 式 看 出 ， 系 统 的 平衡 态 为 
| snx =0 全 
和 芭 (4.45) 
y=0 y=0 


第 一 个 平衡 态 就 是 (x =0，y = 0)， 第 二 个 平衡 态 只 能 在 
4 之 1 时 存在 。 方 程 组 (4.44) 的 雅 可 比 抱 阵 为 


7=({ 0 ) 


a(coS2x -Sin2x) 一 COSX 


(4.46) 
对 平衡 态 (0，0)，(4.46) 式 为 
0 1 
1 这 (4.47) 
雅 可 比 和 矩阵 (4.47) 的 桂 征 值 为 
2 =aw-1 (4.48) 


因此 c<1 时 ，》 为 纯 虚 根 ， 平 衡 态 (0,0) 是 税 定 的 中 心 ! % 之 
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1 时 ， 和 有 正 负 两 根 ， 平 衡 态 (0，0) 是 不 稳定 的 尽 点 。 对 平 


衡 态 (cos :7 ，0)， 雅 可 比 矩 阵 为 


六 三 (4.49) 
( 1 -a 0 ) 
a 
它 的 特征 值 为 
2 三 记 (4.50) 


故 a 之 1 时 ， 该 特征 值 为 纯 虚 根 ， 平 衡 态 为 莘 定 的 中 心 ， 见 
图 4,22。 从 图 4.22 看 出 ， 这 是 典型 的 又 型 分 贫 <=l 
2 =0 的 点 为 分 贫 点 。 


图 4.22 系统 (4.43) 式 解 图 


[5 例 22 范 德 堡 (Van der Pol) 方 程 
x+a(x2 -1DX+x%=0 (jcl <2) 
(4.51) 
令 *=y， 则 方程 (4.51) 化 为 
* 二 
a (4.52) 
y=-x+ay—-axy 


显然 (4。52) 式 有 定常 状态 解 (0, 0)， 它 的 雅 可 比 矩 阵 为 
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0 1 
Fe 人 ) (4.537 
特征 方程 为 
722 -ah+1=0 (4.54) 
故 特 征 值 ^ 为 
入 =3 (et aa) C4.55) 
因此 ，cx<<0 时 ，》 为 共 斩 复 根 ， 且 实 部 为 负 ，(0，0) 是 稳 


定 焦点 ; cx 盖 0 时 ，/ 为 共 撤 复 根 ， 且 实 部 为 正 ，(0，0) 是 : 


不 稳定 焦点 。 
在 a =0 处 ， 
cd[Re(4)] 1 
= 0 (4.56) 


因而 满足 条 件 (4,12)。 故 a = 0 是 一 个 霍 夫 分 岔 点 。a 由 负 - 


到 正 时 ， 在 c>0 分 贫 出 一 个 稳定 的 极限 环 。 


X=y 
[5 例 3]  。 (4.57): 


y=X-x+ay 


方程 组 (4。57〉 有 两 个 定常 解 (0，0》〉 和 (1，0), (4.57) 式 . 


.的 雅 可 比 和 矩阵 为 
0 1 
( ) 对 于 (0, 0) (4.58> 
1 a 
0 1 
( ) 对 于 (1, 0) (4.59% 
-1 a 
《4。58) 和 (〈4.59) 式 的 特征 值 分 别 是 
和 二 Yt (4.60% 
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Wok 


at /ard 


天 二 (4.61) 


由 《4.60》 式 看 出 ，^ 是 实 根 且 一 正 一 负 ， 因 而 (0，、0) 是 
较 点 ，Re(》) 不 会 穿 过 虚 轴 ， 所 以 不 会 发 生 分 岔 。 但 是 对 点 
(1，0)， 其 形态 隐 a 变 化 如 下 ， 


‘a< -2 稳定 结 点 
;~-2<a<0 稳定 焦点 (4.62) 
10<a<2 不 稳定 焦点 
la>2 不 稳定 结 点 
所 以 看 出 a = 0 处 ， 和 沿 实 轴 上 -下方 家 过 虚 轴 , 发 生 办 夫 分 


盆 。 

以 上 只 是 几 个 简单 的 例子 。 一 般 求 系统 〈4,30) 的 所 有 
定常 解 是 内 难 的 。 通 常 我 们 只 有 用 解 非 线 竹 代数 方程 〈 或 超 
越 方程 ) 的 后 频 方法 。 该 方法 首先 找 出 定常 状态 解 的 第 k 次 
估计 和 值 x “ … ， 其 次 对 zx 加 以 修正 Ax' 人 ,得 到 新 的 估计 值 


人 即 


A eAx (4.63) 
其 中 xA "是 线性 方程 组 
Tx, a Ax = f(r) (4.64) 


的 解 ， 其 中 7 是 系统 (4.30)〉 的 雅 可 比 和 矩阵 (4.42)。 
(4.63) 式 中 的 迭代 参数 :这 样 选取 ， 若 
Gt | (4.65) 
则 取 e = 1， 否 则 将 e 减 阅 ， 直 到 (4.65)〉 式 成 立 为 止 。 
同 料 ， 判 定 平衡 态 的 绚 定 竹 必 须 解 雅 可 比 和 矩阵 的 特征 方 
程 ， 它 是 z 阶 代数 方程 ， 这 一 般 只 有 用 数值 方法 。 
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86 ”周期 解 及 其 稳定 性 


系统 (4.3) 存在 以 7 为 其 周期 的 局 期 解 ， 即 满足 
x(t+T)=x(t) (4.66) 

《4.66) 式 在 空间 形成 一 条 封闭 的 扫 道 ， 叫 极限 环 。 

如 何 找 周期 解 呢 ? 这 里 我 们 介绍 两 种 办 法 。 第 一 种 办 法 
是 通过 坐标 变换 化 成 极 坐 标 形式 ， 极 坐标 系 中 的 平衡 态 就 相 
妆 于 原 坐 标 系 中 的 周期 解 。 正 象 我 们 对 方程 组 〈4.20) 所 处 
理 的 肌 样 。 下 面 我 们 再 举 两 个 例子 。 
x =y+x(1—-x’—y’) 


[ 例 1) ，。 (4.67) 
y=-x+y(l-x’:—y’) 


令 x=rcosb4，y =rsing， 则 方程 组 (4.67) 化 为 


(4.68) 


方 禄 组 《4,68〉 的 平衡 态 是 

r=0 和 r=1 (4.69) 
显然 r = 1 就 是 问题 (4.67)〉 中 的 极限 环 。 而 且 当 r<1 时 
之 0， 当 1 之 1 时 7<0。 因 此 轨 线 如 图 4.23。 由 图 4.23 看 
出 ， 这 种 周期 解 是 稳定 的 。 


x = 一 y+xX(X2+J32 一 IT) 
[ 例 22 (4.70) 
y =%+y(X%:+y:—1) 


油 样 ， 方 程 组 (4.70〉 化 为 极 坐 标 形式 
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(4.71) 
XYy- xy 
ri 
和 问题 〈4.68) 相同 的 足 ， r =1 仍 是 极限 环 。 不 过 当 r 达 1 时 
7 <0,: 当 r>1 时 7 >0， 这 是 不 稳定 的 极限 环 ， 见 图 4。24。 


a =1 


et 
堡 方 程 〈4。51)， 芳 用 极 坐标 便 化 成 


| r =ar(1-r2sin sa)cos20 


Wo (4.72) 
1f =1-a(l-r?sin’0 ) singcosg 


此 上 时， 由 方程 组 (4.72〉 不 易 找 出 +r 的 平衡 杰 。 
找 周期 解 的 第 二 种 方法 是 平均 方法 。 因 为 (4.51〉 式 是 
耗 散 系统 ， 若 要 存在 周期 解 ， 嘟 么 在 轨 线 上 总 能 量变 化 应 为 


私 ， 即 
t+T 2 t+T d . 
| ra= | - 1 di 
A, at (4 +2 x 
+7 . 
=| 一 CCx2 一 1)x2dt (4.73) 


75 


由 于 x :总 为 工 ， 因此 要 使 上 式 积分 为 零 ， 只 有 存 在 正 负 阻 
尼 ， 这 是 耗 散 系 统 存 在 周期 鲜 的 必要 条 件 。 没 方程 《4.51) 
存在 周期 为 24 的 一 个 解 
%=acost (4.74) 
则 2r 记 能 量变 化 为 
g(a) =E (27) -已 (0) = -vc | ee )x2df 


= -af Casco ersin®( ~ asint) :dt 
外 


= -al! a:—1 j=: (4.75) 


因此 ， 车 存在 极 距 环 ， 应 有 g(a) = 0， 改 找 列 极限 玩 的 平均 - 
半径 a = 2。 

为 了 判别 其 玖 定性 ， 贺 内 若是 负 踢 忌 ，9(c) >0; 圆 外 . 
若是 正 阻尼 ，g (9) 0， 极 限 环 是 稳定 的 。 由 (4.75) 式 看 
出 ， 当 a 过 2 时 ，g (qa) >0， 当 a>>2 时 ，g (a) <0， 故 极 限 环 
是 稳定 的 。 

5 例 3] 瑞 利 (Rayleigh) 方程 


x+al xs - * ) xc=0 (4.76X 


同样 我 们 设 有 “《〈4.74〉 形 式 的 解 ， 则 
g(a)=E (27) —E(0) 


2 
让 所 六 
= 一 we 
of G 
i “人 Lo i 
= of (is Sin 2 1)e sin ?1dt 
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号 全 c(” -1 )= (4.77) 


令 g (a) =0， 导 得 仆 限 玉 的 下 均 半 径 a = 2。 和 “(4.75) 式 类 
似 ， 该 极限 环 是 稳定 的 。 

以 上 两 种 办 法 对 一 般 系 统 
(4.30) 都 是 困难 的 。 这 时 我 们 
要 用 第 三 章 提 到 的 邦 可 莱 截 面 与 
周期 轨道 相 截 。 见 图 4. 25。 

若 轨 道 与 截面 2 最 初 交 一 点 
4,， 经 过 一 次 回 返 以 后 交 卫 于 
9(9。), 即 

qu+1=7 (4,) (4.78) 
就 构成 一 个 邦 加 莱 映 射 。 显 然 ， 
若 轨 道 是 周 捧 的 ， 风 映射 (4.78) 就 有 一 个 不 动 点 p， 即 
_ P=?(P) (4.73) 

而 不 动 点 已 的 稳定 性 也 就 反映 出 周期 轨道 的 稳 定性 。 

将 (4.78) 式 与 (4.79) 式 相 减 得 到 
lqeri— pl = P(g.)-p 
.dg 


多 4.25 磊 加 药 鹤 而 


= -到 = 外 \4.80) 
因此 只 要 沃 射 〈4.75》 满足 
” 
元 - | <1 (4.81) 


那么 n 很 大 后 ，?, 就 趋向 p， 邑 不 动 点 Pp 尽 黎 定 的 。 


| 和 = 和 一 yy 一 X(X2+yY2) 


| K 例 4] . 
y=%+y—- yx 十 2) 


这 是 方程 组 (4,20〉 取 4 = 1 的 情况 。 方 程 组 (4,82) 化 为 
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(4,82) 


极 坐 标 形式 


| 7 =r(1-r2) 


es (4283) 
[90-1 
设 != 0 时 r =r。， 将 (4.83〉 式 由 t=0 积 分 到 1， 则 得 到 
1 -2 -3 
Dt (1)e 了 (4.84) 


我 们 取 r>0，9 = 0 为 邦 加 莱 截 面 ， 那 么 截面 上 一 点 7' 经 过 绕 : 
行 i= 2r 后 又 到 截面 上 ,形成 邦 加 莱 映 射 
Tree1l=9(ro) 
二 [1+《 二 er = 去 (4。85) 


显然 映射 有 一 个 不 动 点 r, = rasl = 1， 它 反映 系统 (4。 有 二 人 
个 半年 人 为 1 的 极限 环 。 而 且 


ap ， 1 1 个 于 
人 2[ 1+ (TF “De .| 


E 
5 四 
(4.86): 


六 而 据 条 件 (4.81),r,= 1 是 映射 (4.85) 的 稳定 的 不 动 点 ， 轿 
而 > = 1 也 是 系统 (4.82) 的 稳定 的 极限 环 。 

其 实 ， 若 考虑 闭 轨 r = 1 附近 线性 化 的 向 量 场 ， 则 (4.83) 
式 化 为 


PC 人 
6r= or ‘6r= -26r 
1 (4.87 
‘0=1 
积分 系统 (4.87) (由 0 到 2x)， 则 得 到 线性 化 的 映射 
(6r)， =9(6r,) = (8r)。e-4 (4.8& 
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(4.88) 式 的 不 动 点 是 (3r),= 0 , 即 r.= 日 尘 | 


Sra=0 


e-*"<<1， 结 论 和 (4.86) 式 相同 。 
对 一 般 系统 (4.30)， 若 选择 初 条 件 
xi(0) = f=1, 2, eee n (4.897 
积分 某 个 局 期 了 以 后 找到 值 
Nurt PN, Way 1s, 7) (4.90) 


则 (4.90) 式 就 可 作为 一 个 映射 。 那 么 周期 解 就 是 映射 (4。90) 
的 不 动 点 ， 周 期 解 的 稳定 性 由 矩阵 


[区 (4.91) 


的 特征 值 和 ,决定 ， 入 , 叫 夫 洛 开 (FIloquet) 乘 子 ， log 和 人， 叫 等 

征 指数 。 若 所 有 乘 子 在 单 

位 贺 内 ， 则 周期 解 是 稳定 

的 。 这 正 象 雅 可 比 矩 阵 所 

有 特征 值 Re 过 0， 则 平 

衡 态 是 稳定 的 一 样 。 
周期 解 的 分 贫 是 比较 “二 

复杂 的 ， 和 图 #4 ,11 相 似 ， 

分 岔 应 发 生 在 乘 子 逃 逸 出 

单位 圆 ( 夫 洛 开园) 外 ， 见 

图 4.26。 在 夫 洛 开 单 位 加 

上 的 所 有 点 可 以 表示 为 


图 4,26 夫 洛 开 单 位 圆 


Ao=e""! 0 <r<1 (4.92» 

如 果 br- ”<1 是 有 理 数 ， 则 分 贫 出 7 周期 解 ， 见 图 

3.9 及 图 3.10。 如 果 0 <r<<1 是 无 理 数 ， 则 分 贫 出 拟 周 期 解 。 
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$7 映射 的 分 贫 


前 面 主要 讨论 的 是 常 微分 方程 动力 系统 ， 现 在 我 们 讨论 
离散 动力 系统 一 一 映射。 
先 谈 一 维 映射 (或 称 一 维 选 代 ) 
Xp = Xs), n=0, 1, 2, een. (4.93) 
从 上 节 讨 论 可 知 ， 上 映射 (4.93) 的 不 动 点 为 
xn =f(%,) (4.94) 
它 相当 于 微分 动力 系统 中 的 定常 状态 解 (平衡 点 )。 而 不 动 点 
的 稳定 性 由 它 的 乘 子 X= 了 (x) 的 绝对 值 决定 
f 从 元 
SEA C3) 
发 生 分 盆 的 状态 是 夫 治 开 单位 加 上 (4= 土 1 或 |4| =1)。 
另外 映射 (4.93) 也 有 辕 期 轨道 ,例如 将 x, 选 代 得 到 xyt， 
而 将 xu; 再 迭代 得 到 %,,。， 若 ,44 = x, 则 称 为 周期 2。 因为 


Kara = Nori) Karl = (NX) ,Kats = Xs (4.96) 
所 以 周期 2? 是 如 下 映射 
%=f[f (x)]= f° (x) (4.97) 


的 不 动 点 。。 请 注意 1 :并 不 是 [了 (x)]?。 

设 xo 和 迭代 出 x;，x; 又 选 代 出 xo， 则 周期 2 的 稳定 性 由 乘 
子 

4=j (f(x0))f’ (xo) =f (x1)f’ xzo) (4.98) 
决定 。 同 理 周 期 mm, 其 稳定 性 由 乘 子 

A=f’ (xn DF Nm-o)f (Xm 3) f (Xx1)f (xo) (4.99) 
决定 ,以 后 我 们 还 要 看 到 一 维 映射 还 有 更 为 复杂 的 形态 。 对 
于 二 维 映射 
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人 
ae CX (4.100) 
nz1 = Xs Y:) 


它 将 平面 上 一 点 P.(x,，$:) 映 射 到 平面 上 另 一 点 Pri (Xsri， 
.ys+1)， 车 它 有 不 动 点 P， 满 足 方程 


X=f(x, y) 
(0 4.101) 
且 不 动 点 P 的 稳定 性 ， 由 相应 的 线性 化 方程 组 的 害 阵 
of of 
{ dx dy ， 
| | (4.102) 
10g 9g , 
a Ez 
的 特征 值 ( 即 蔷 子 )4 决 定 。 
由 于 (4.100) 式 相应 的 线性 化 方程 有 形式 4* 的 解 ， 所 以 
在 不 动 点 P 附 近 的 轨道 了 。，P;，P,*…*… 可 以 用 下 式 来 描述 
已,=cl41 十 Co] (4.103) 


其 中 4: 和 4 是 矩阵 (4.102) 的 特征 和 值 。 若 14 <1，12s| <1 
则 不 动 点 稳定 ， 若 至 少 有 一 个 乘 子 |4| >1， 中 不 动 点 不 稳 
- 定 。 和 :和 和 :的 数值 大 小 ， 相 当 于 在 各自 特征 方向 上 的 伸 长 
(或 缩小 ) 倍数。 
和 第 三 章 微分 方程 所 搞 述 的 平衡 态 的 形态 相似 ， 二 维 映 
英 也 有 不 同类 型 的 不 动 点 : 
1、0<4<1，0<2:<1， 则 不 动 点 为 剖 定 结 点 ， 
和 图 4.27(a)。 . 
2。 ;之 1，2, 之 1， 则 不 动 点 为 不 稳定 结 点 。 
3。 若 0 < 和 <1,42>>1, 则 不 动 点 为 鞍点 , 见 图 4.27(b)。 
A 和 了 PB 称 为 不 稳定 流 形 ，PC 和 PD 称 为 稳定 流 形 。 
4。 若 至 少 有 一 个 乘 子 是 负 的 ， 则 映射 一 次 以 后 方向 改 
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加 


变 一 次 。 
5。 若 4 和 4, 共 罗 ，41 =4,=ae'“，0<a<x。 则 不 动 


点 在 o<1 是 稳定 的 焦点 ，a>1 是 不 稳定 焦点 ，a= 1 是 中 心 ， 
见 图 4.27(e) (d)。 且 若是 有 理 数 , 则 轨道 是 周期 的 ,车 志 是 
无 理 数 ， 见 轨道 上 的 点 很 密 地 覆盖 它 ， 即 为 拟 周期 解 。 


/ /i 
放生 
四 
A MN 


图 4.27 二 维 映射 的 基本 形态 


和 本 章 83 三 种 基本 分 贫 类 型 相似 ， 对 映射 也 有 这 三 种 分 
盆 ， 下 面 举例 说 明 。 


[ 例 1 一 维 映 射 
Natl = X=f(%,) (4.104) 

它 的 不 动 点 由 方程 
%*+Xx—-H=0 (4。105》 
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决定 。(4.105) 式 解 出 


es (4.106) 
图 41.28 是 不 动 点 * 随 参数 4 变化 的 解 图 


图 4.28 (4.104) 式 的 映射 解 图 


从 (4.104) 式 看 出 ， 英 射 的 不 动 点 (平衡 态 ) 是 y=x 和 y= 


一 x*? 两 条 线 的 交点 。 
图 4,29 是 不 同 / 值 时 ,y =x* 和 y = 人 -xx 的 图 象 。 这 两 条 
线 若 有 交点 ， 则 有 不 动 点 ! 车 没有 交点 ， 则 无 不 动 点 。 


从 区 4.28 和 图 4.29 看 出 ， 当 4 人 < - 于 时 ， 没 有 不 动 点 。 


当 4= -于 时 有 一 个 不 动 点 4(- 放 ，0)。 

问题 (4.104) 式 的 乘 子 为 

2 = 3 = 一 2x=1 于 vw 1+44 (4。1077 
所 以 这 个 不 动 点 A 的 乘 子 2 =1， 它 反映 曲 线 f 在 该 点 A 的 位 
率 为 1。 根 据 上 节 的 论述 ， 点 

EE 1 


F(x=-— 2 KH= -了 (4.108) 
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(e) u> 记 , Hu=1 


图 4.29 4 不 同时 ，y= x 和 y= 4 一 x? 的 图 象 
34 


是 一 个 分 分 点 ， 见 图 4.28。 

当 # 形 稍 大 于 - 了 后， 就 出 现 永 个 不 动 点 A 和 B， 参 看 
医 4.23(c)。 昌 A 点 的 乘 子 ( 即 f(x) 的 斜率) 大 于 1 ，B 点 的 
雯 子宫 <1( 铬 率 为 负 )， 因 而 入 点 是 不 稳定 的 ，B 点 是 稳定 
的 。A 点 相当 于 较 点 ,B 点 相当 于 结 点 , 到 4 = -二 时 ， 两 点 合 


并 成 一 点 A， 这 种 分 岔 叫 鞍 结 点 分 岔 (或 切 分 贫 ) 。 此 时 乘 子 
穿 过 夫 沼 开 单位 圆 的 情况 见 图 4.30(c) 。 


(b) (c) 


图 4.30 映射 的 三 种 分 盆 类 型 
《a) 又 型 分 贫 ，(b) 霍 夫 分 贫 ，(c) 著 - 结 点 分 贫 
: ce 

当 ! 和 天 增加 ，B 点 斜率 越 来 越 大 ,到 4 = 时 ,4= 一 1。 
此 时 A，B 两 点 都 不 稳定 ， 见 图 4.29(d) 。 还 有 新 的 形态 发 

竺 时 ?人 慨 如 4&2=1 时 ， 肌 射 (4.104) 变 成 
Xat1 一 工 一 Xe (4.109) 
我 们 用 祈 值 xo( 例 如 0.1) 代 入 ， 凯 "足够 大 后 x, 就 在 0 和 1 两 个 


值 上 了 胸 动 
0=1 (4.110) 


见 图 4.29(e) 。 这 就 是 周期 2。 此 时 乘 子 穿 过 夫 洛 开 单位 贺 的 
方式 是 罗 4.26 的 "= 也 处 ， 见 图 4.30(a) ， 所 以 是 一 种 又 
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型 分 贫 或 叫 周 期 倍 分 盆 。 这 两 个 下 动 点 由 方程 (4.97) 决 定 ， 
x=fCf (x))=1- (1- x*)?’ (4.111) 

上 式 是 一 个 四 次 方程 ， 它 可 以 分 解 为 
Xt1—2xX2+X=(x+X—1)(xX:— x) (4.112) 

4.112) 式 的 前 一 个 因子 就 是 x=f(x)， 故 x = 了 ?含有 x = 了 (x) 

的 两 个 不 动 点 ， 另 两 个 不 动 点 由 剩 下 的 内 子 
X2 一 %X=xXx 一 1) 


决定 ， 它 们 就 是 0 和 1, 正 是 (4。110) 式 的 结果 。 这 个 仿 贫 点 为 


《4。113 


(x=3 ，»H= 1) (4.114) 
当 4 再 增加 时 ， 还 会 出 现 更 为 复杂 的 形态 ， 这 里 请 读者 自 
己 分 析 。 
[ 例 2 J] 一 维 映射 
X=Hx(1— x) = 了 (x) (4.115) 


它 是 生态 学 中 的 一 个 重要 方程 ， 以 后 还 要 研究 。 (4.115) 式 
的 不 动 点 是 y =x 和 y = kx(1 -x ) 两 条 线 的 交点 。 图 4.31 是 . 


4 = 于 和 4 = 2 情况 下 的 两 条 线 。 


fb :=2 
图 4.31 映射 (4.115) 的 不 动 点 
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对 于 4 = 六， 只 有 -个 不 动 点 =0 ， 对 于 4 = 2 有 两 个 不 动 


点 O 和 A。 
不 动 点 A 很 易 由 方程 (4.115) 求 出 为 . 
1 1 . 
%=1- =1- 2 = 了 (4.116) 
《4.115) 式 的 乘 子 是 


po of mA 2hx (4.117) 


因此 对 不 动 点 0， 当 4 = 了 时 ，4 = 2-<1, 因 而 是 稳定 的 
当 4 =2 时 4 = 2， 因 而 是 不 稳定 的 。 对 不 动 点 A，4= 2 时 4= 
0<1 因 而 是 稳定 的 。 

由 (4.117) 式 我 们 可 
以 找到 不 动 点 0 刚刚 失去 


稳定 时 的 / 值 为 
4=A=1l1 (4.118) 


此 时 委 子 穿 过 夫 洛 开 单 位 
贺 的 情况 如 图 4.30(a)， 图 4。32 ”映射 (4,115) 的 解 图 
相当 于 图 4.26 中 + = 到 情况 ， 这 种 分 岔 仍 是 又 型 分 佑 。 其 解 


禾 的 一 段 如 图 4.32。 
从 图 上 看 出 ， 分 岔 点 是 


(x=0, 4=1) (4.119) 
[ 例 3] 二 维 映射 

{ Ma+1 = Ys 

‘ 1 (4.120) 

| Yr+1 = ox + Hy ye 
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二 维 上 映射 (4.120) 有 不 动 点 
“OO; (x=0, y=0) 
(4.121) 
对 不 动 点 O， 雅 可 比 拓 阵 (4.102) 为 


0 1 
_1 (4.122) 
2 4 


它 的 特征 值 ( 乘 子 ) 4 满足 
32 n+ l=0 (4.123) 
或 


, H+ hh?-2 
i (4.124) 


当 h< 社 时 ，|2| 1， 因 而 不 动 点 0 是 稳定 的 ， 当 4> 2 
时 ，2 ,之 1， 因 而 不 动 点 0 是 不 稳定 的 。 在 4= 2 处 ， 乘 子 


4 = 1。 它 也 相当 于 乘 子 穿 过 夫 洛 开 单位 图 的 r= 2 处 ， 因 
此 和 例 2 相 同 ， 发 生 又 再 分 贫 。 分 贫 点 为 


( x*=0, y=0， t=) {4.125) 
分 贫 出 不 动 点 A。 
5 例 423 二 维 映射 
as+1 二 了 
(4。126 


yatl= Hy (1 —%,) 
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方程 组 (4.126) 的 不 动 点 为 


O: (x=0, y=0) (4.1277 
-1 tL-1 
A:( x= 2? = jn 
对 不 动 点 DO， 雅 可 比 矩 阵 (4.102) 是 
0 LN 
( | (4.128) 
0 L 
故 秃子 为 
41=0，22 = 上 (4。129) 


因此 当 &>1 时 ， 不 动 点 0 是 不 稳定 的 。 对 于 不 动 点 A， 雅 可 
比 短 阵 (4.102) 是 


/0 1 
: (4.130y 
v TI 一 1 
它 的 特征 方程 是 
2 -4+(k-1)=0 (4。131)， 
坑 子 2 求 得 为 
4=1 了 (1+zv5-4) (4。132)， 
=2( 1+v-4 


因此 当 4> 5 后 ， 乘 子 1 为 共 轩 复 根 。 且 

[241 = ls =p-1 (4。133y 
由 (4。.133) 式 看 出 ， 当 4 = 2 时 乘 子 开始 穿 过 夫 洛 开 单位 . 
圆 ， 方 式 灵 同 区 4.30 (b) 。 目 乘 子 可 表示 为 


| 1 
he 5 (4。134) 


从 (4.134) 和 (4.92) 式 比较 看 出 ， 穿 过 夫 洛 开 单 位 圆 的 ; 
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位 置 处 在 r= “3 处 ， 因 此 产生 -个 周期 解 。 


故 k 从 大 于 汪 开 始 ， 不 动 点 | <1] 是 一 个 稳定 焦点 ， 
到 4 = 2 时 发 生 稚 夫 分 盆 ， 分 贫 出 一 个 周期 解 。 分 贫 点 为 
人 (x= 2 y= 2 4= 2) (4.135) 


在 > 2 和 很 小 的 jk - 2 | ， 存 在 围绕 点 A_ (x= 2 ，y= 


2 ) 的 吸引 不 变 闭 曲 线 。 
除了 上 面 这 三 种 基本 分 盆 形 态 外 ,也 可 以 有 跨 临 界 分 货 。 


下 面 看 一 个 例子 。 
[ 例 4 3 一 维 了 映射 
Kat: = (1+p) Xs +tX,? (4.136) 
现 射 《4.136) 有 两 个 不 动 点 
x= 0 和 x = -uw (4.137) 
它们 的 乘 子 分 别 为 
A=1+Lh 和 4=1-/ (4.138) 
x 显然 对 4< 0 (当然 4 之 - 2 )， 
不 动 点 Y= 0 是 稳定 的 。 而 对 
Se 4> 0 ， 不 动 点 x = 0 是 不 稳定 
x 的 .相反 ,不 动 点 * = -4 在 4<< 
.一 一 一- 一 一 一 > 0 是 不 稳定 的 ， 在 4> 0 ( 当 


“0 , 、x=1_， 然 4<2 ) 则 是 稳定 的 ， 其 解 
< 有 图 见 图 4.33。 


图 4.33 路 临界 分 贫 
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第 五 章 突 变 


非 线性 动力 系统 ， 当 控制 参数 变化 后 除了 可 以 发 生 分 贫 
现象 而 外 ， 还 会 发 生 系统 的 状态 不 连续 地 虫 跃 到 另 一 状态 的 
现象 ， 这 就 叫 突变 〈catastrophe) 。 

在 自然 界 中 ， 非 连续 的 突变 现象 到 处 都 有 ， 地震 的 突然 
发 生 ， 天 气 的 突然 变 凉 或 变 暖 ， 火 山 的 爆发 ， 电 阻 的 突然 消 
失 ( 超 导 ) ， 基 因 的 突变 导致 生物 进化 等 。 虽 然 突 变现 象 难 
以 预料 ， 难 以 掌握 ， 但 是 它 在 复杂 形态 的 演化 中 占有 重要 地 
位 。 : 
突变 现象 人 们 早已 知道 ， 但 罕 变 理论 则 是 1975 年 法 国 数 
学 家 汤姆 (Thom) 创 立 的 ,他 的 著名 著作 是 “结构 稳定 性 和 形 
态 发 生 学 ” (Structural Stability and Morphogenesis ) 。 
应 该 说 突变 理论 创立 以 后 ， 所 请 “量变 到 质变 ”可 以 有 一 个 
定量 的 描述 。 

事物 的 形态 是 多 样 的 ， 在 耗 散 系统 中 我 们 常常 研究 的 是 
系 系 行为 的 最 后 归宿 ， 即 所 谓 吸 引子 。 在 前 面 我 们 已 经 知 
道 ， 在 耗 散 系统 中 常 有 四 种 吸引 子 ， 定常 吸引 子 、 导 期 吸引 


子 、 拟 周期 吸引 子 和 浑 沌 吸引 子 。 。 1 
在 第 九 章 (细胞 自动 机 》 中 我 们 还 \ 1 
会 见 到 复杂 结构 吸引 子 。 每 一 种 吸 J 
引子 就 好 比 地 形 中 的 谷 一 样 ， 见 图 。 ii -了 
#1 图 5.1 不 同 的 吸引 子 


粗略 地 说 ， 不 同 的 吸引 子 代 表 不 同 的 质 。 详 述 之 ， 定 常 
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吸引 子 中 还 可 以 分 为 稳定 结 点 ， 稳 定 焦点 周期 吸引 子 还 可 
以 分 为 周期 1、 周 期 2、 周 期 1 等 等 吸引 子 ， 它 们 世 站 不 同 的 
质 。 候 如 系统 受到 小 的 扰动 以 后 〈 这 里 不 是 指 宁 条 件 的 变 
化 ) ， 吸 引子 ( 即 形态 ) 并 没有 发 生 本 质 的 变化 ， 那 么 该 系 
统 就 是 结构 稳定 的 。 例 如 系统 扰动 的 前 后 都 是 稳定 焦点 ， 尽 
管 趋向 于 焦点 的 雪线 可 能 不 完全 相同 ， 这 是 仍 同一 个 质 的 吸 
引 了 于。 当然 ， 从 物理 上 考虑 在 一 定 范围 内 ， 我 们 希望 该 系统 
是 结构 稳定 的 ， 因 为 观察 到 的 形态 可 以 重复 出 现 。 形 态 发 生 
分 岔 或 突变 的 地 方 ， 正 是 结构 不 稳定 的 地 方 ， 分 贫 或 突变 前 
后 ， 形 态 的 质 是 不 相同 的 。 同 一 种 质 的 吸引 子 之 间 有 量 的 差 
别 ， 这 反映 量 的 变化 。 例 如 同 是 稳定 焦点 ， 指 数 衰减 可 快 可 
慢 , 这 并 不 影响 最 终 的 形态 是 焦点 。 

往往 一 个 系统 有 好 几 个 吸引 子 。 从 不 同 的 初始 状态 出 发 
可 能 演化 到 不 同 的 吸引 子 ， 我 们 把 演化 到 某 一 吸引 子 的 点 集 : 
称 为 该 吸引 子 的 吸引 盆 。 例 如 单 摆 若 在 静止 区 的 微小 偏离 ， 
则 它 就 趋向 于 静止 状态 的 定常 吸引 子 。 但 是 着 有 较 大 偏离 的 
集合 (此 时 摩擦 损耗 用 发 条 或 重 锤 的 势能 来 补充 )， 则 趋向 : 
于 一 个 钟 摆 咬 哄 咬 哄 振 荡 的 周期 吸引 子 。 

分 岔 和 突变 的 相同 之 处 是 ， 都 发 生 在 结构 不 稳定 的 地 
方 ， 不 同 之 处 在 于 分 岔 是 系统 的 局 部 人 性质， 它 可 以 在 平衡 术 
附近 作 泰勒 展 并 求 雅 可 比 和 矩阵 的 特征 值 来 研究 。 而 突变 由 一 
种 吸引 子 姨 路 到 另 一 种 吸引 子 ， 并 不 是 原 有 的 形态 失 稳 ， 所 
以 它 是 系统 的 整体 性 质 ， 常 用 拓扑 的 方法 来 研究 。 若 从 形态 
(吸引 子 ) 之 间 发 生 转 换 这 个 角度 上 讲 ， 突 变 和 分 贫 在 文献 - 
中 往往 也 是 混用 的 。 
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81 拆迁 突变 和 人 尖 拐 突变 


这 两 种 突变 是 突变 的 最 基本 形式 。 在 力学 系统 中 当 加 速 
度 % 比 较 小 时 ， 风阻 尼 项 x 和 外 力 f (x) 平衡 ， 即 


x =f(x) (5.1) 
车 f (x) 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 则 是 折 和 迭 〈fold) 突变 ， 若 是 
三 次 多 项 式 ， 则 是 尖 拐 (cusP) 突变 。 
1。 折 过 突 变 
此 时 方程 (5.1) 的 形式 为 
四 = -xx2-a=- A 太 导 六 


其 中 "是 控制 参数 。 (5.2) 式 右 端 可 以 表示 成 位 势 广 的 梯度 
形式 ， 因 而 位 势 函数 广 可 以 表示 为 


3 
六 (*) = 3 +ax (5.3) 


《5.2) 式 有 两 个 平衡 态 ， 它 们 是 

x=wv-a 和 x=- -a 当 a<0 

无 平衡 态 当 a>0 
其 位 势 图 为 
由 图 5.2 看 出 ， 当 参数 a<0 时 ,平衡 态 是 一 个 吸引 子 〈( 位 势 
极 小 值 》 和 一 个 排斥 子 ( 位 势 极 大 值 )， 到 a = 0 时 ， 位 势 只 有 
一 个 拐点 ，a 之 0 时 ， 位 势 无 临界 点 。 这 就 相当 于 参数 由 a 过 
0 变 到 co> 0 时 ， 原 来 处 在 位 势 极 小 值 处 的 小 球 ， 由 于 位 势 
极 小 值 逐 步 抬 高 ， 到 达 a = 0 时 位 势 已 成 抛 点 ， 小 球 突然 滑 了 
下 来 。 其 突变 如 图 5.3。 由 图 5.3 看 出 ， 突 变 点 是 发 生 在 位 势 
:的 拐点 处 ， 即 它 既 是 位 势 的 极 值 点 〈 即 平衡 点 或 临界 点 ) 
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(5.4) 


VCXx) / 
x 一 一 一 > XX 
f 
[ > 
a<0 
图 5.2 位 势 r(x) = xs+ox 的 图 所 
| 
ee 
图 5.3 平衡 态 (5,.4) 随 a 的 变化 
9 及 
ax =0 (5.5) 
又 是 位 势 的 拐点 
ao 
axz =0 (5 .6 六 
邯 同 时 满足 
x*+a=0 
(5.7) 


! 2x=0 
由 (5.7) 式 导 出 a=0， 见 图 5.4。 图 5,4 可 以 看 成 是 图 5。.3 
投影 到 参数 空间 的 结果 ， 好 象 5,3 图 中 稳定 的 平衡 本 和 不 稳 
定 的 平衡 态 投影 折 迁 在 一 起 ， 故 这 种 突变 称 为 折 迁 突变 。 在 : 
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= a 
图 5.4 ”突变 点 a=0 
自然 界 中 ,一 个 曲面 到 平面 上 的 映射 或 投影 例如， 物体 可 
见 的 轮廓 就 可 以 看 成 是 边界 表面 在 人 眼 视网膜 上 的 投影 ) 就 
可 认为 是 折 迁 投影 ， 折 和 迭 是 常见 的 一 种 奇异 性 ， 例 如 一 个 球 
的 上 下 半球 在 赤道 平面 上 的 投影 就 发 生 这 种 折 迄 。 


汤姆 已 经 论证 ， 给 位 势 ”” 以 扰动 ， 不 管控 制 参数 是 几 


个 ， 它 的 稳定 性 质 或 突变 性 质 总 等 价 于 有 一 个 参数 的 系统 
(5.3) ， 系 统 《5,3) 中 只 有 一 个 参数 4。， 叫 余 维 数 为 1。 

下 面 我 们 将 看 到 折 寺 突变 点 并 不 相当 于 相 变 中 的 二 阶 相 
变 点 。 而 是 相当 于 又 型 分 岔 的 分 贫 点 ， 希 不 要 混淆 。 

2. 尖 拐 突变 

若 方程 5.1) 的 形式 为 


Y=-X +3x-a=- gx (5.8) 
此 时 位 势 玫 可 以 表示 为 
4 
= - Dt tax (5.9) 


(5.8) 式 和 《5.9) 式 中 4 是 控制 参数 。 平 衡 态 为 位 势 的 极 - 
值 点 ， 即 


oar 

9% =% -3x+a=0 (5.10) 
平衡 态 集合 见 图 5.5。 
由 于 ee 

axz =3(22 一 1) (5.11) 
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图 5.5 〈5.8) 式 的 平衡 态 集合 
世 以 图 5.5 中 实 线 相当 于 位 势 玉 的 极 小 值 (3 0》， 它 
代表 稳定 的 平衡 访 ， 而 图 5.5 中 庶 线 家 当 于 位 势 的 极 大 值 
or 
《3 好 <0) ， 它 代表 不 稳定 的 平衡 态 。 

着 原来 质点 处 在 Q’ 的 左边 时 ,位 势 P 只 有 一 个 极 小 值 ， 
进入 Q’ 点 以 后 ， 位 势 广 有 两 个 极 小 值 和 一 个 极 大 值 ， 质 点 仍 
处 在 原来 村 小 的 部 个 位 团 上。 到达 P 点 时 a 2，* = 此 时 
op 
训 =0 且 94 =0， 即 质点 处 在 的 那个 极 小 值 变 成 了 扣 
点 ， 质 点 无 处 可 去 只 好 跳 到 另 一 个 极 小 值 的 位 置 9。 反 之 ， 
当 参数 e 反 方向 碱 小 对， 状态 由 Q 沿 QP/ 线 到 达 P/， 又 从 P/ 
跳 到 Q ， 这 就 是 突变 现象 。 这 种 控制 参数 a 来 回 变 化 ， 而 突 
变 ( 跑 路 ) 发 生 在 不 同位 置 上 的 现象 叫 注 后 狂 。 

突变 是 什么 原因 呢 ? 我 们 只 要 看 一 下 位 势 Y 随 a 的 变化 
示意 图 5.6 就 明白 了 。 当 a< - 2 时 ， 系 统 只 有 一 个 稳定 的 平 
衡 态 ， 如 图 5.6 (a)。 到 达 4 = - 2 时 ， 另 一 平衡 态 即 将 出 
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(区 )》 
VAI A 
图 5.6 (5.9) 式 的 位 势 随 a 的 变化 


现 ， 图 5.6 〈b) 上 只 刚刚 出 现 一 个 拐点 。a>> - 2 以 后 就 出 
现 了 三 个 平衡 态 ， 其 中 两 个 是 稳定 的 ， 一 个 是 不 稳定 的 ,如 
图 5.6 (ec) (d) (e) ， 虽 然 质点 所 处 的 极 小 值 位 置 已 逐步 
抬 高 ， 另 一 极 小 值 甚至 比 质 点 所 处 的 极 小 还 要 小 ， 质 点 仍 处 
在 原来 的 极 小 值 位 置 上 。 到 达 a。 = 2 时 ， 质 点 所 处 的 极 小 点 
已 经 变 成 拐点 ， 如 图 5.5 (f》。a 只 要 稍稍 大 于 2， 质点 已 


既 无 法 待 了 ， 只 好 跳 到 男 一 个 极 小 点 上 ， 如 图 5.6 (8g) 。 


但 是 当 a 减 小 时 ， 突 变 的 位 置 就 不 同 了 (图 5.7〉》。 处 在 
图 5.7〈(g) 的 质点 要 到 图 5.7 〈b) 以 后 就 突变 。 


) wi ‘re) NS 
my 更 本 UN 


a 


图 5.7 a 减 小 时 质点 突变 的 位 置 


至 于 突变 的 位 置 除了 满足 (5.10) 式 $ =0 外， 还 要 


or 
油 足 gs = 0， 即 同时 满足 


~ Xs—-3x+a=0 
i (5.12) 
\ 3 (x-1) =0. 


97 


由 《〈5.12) 式 很 易 解 出 两 个 突变 点 
P: (a=2, x*=1); P’: (a=—- 2, x*=—1) 
(15.13) 
下 面 再 讨论 若 方 程 (5.1) 的 形式 为 
X= -bx-x’ (5.14) 
的 情形 ， 注 意 这 里 右 端 仍 是 三 次 多 项 式 。 它 看 起 来 和 突变 无 
关 ， 是 上 一 章 介 绍 的 又 型 分 分 ， 下 面 我 们 将 看 到 《5.8》 式 
和 《5.14) 式 都 是 尖 操 突变 的 特殊 情况 ， 方程“5.14) 的 分 
岔 见 图 5.8。 图 5.8 和 气 液 相 变 可 很 好 类 比 ， 当 T<7Te (Tc 是 
临界 温度 ， 约 374.2*C) 是 气流 两 祖 共存 的 稳定 平 衡 态 ， 而 
T>T6e 后 仅 有 气相 存在 。 


bg 


-一 这 T 


图 5.8 方程 (5.14)? 的 分 贫 图 


将 方程 5.8) 和 方程 5.14) 结合 起 来 就 构成 两 个 控 
制 参数 a 和 6 的 尖 拐 突变 形式 


x = -xs-bx-a=- 了 (5.15) 


控制 因素 有 两 个 是 许多 模式 所 必须 的 。 例 如 家 狗 遇 到 生 人 时 
的 攻击 则 受 愤怒 和 忒 惧 两 个 因素 控制 ， 科 学 家 的 成 就 则 受 其 
热情 及 掌握 知识 和 技术 的 程度 控制 。 
方程 《5.15》 相应 的 位 势 为 
x 


b 
V=7 +3** +ax (5.167 
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方程 (5.15) 的 平衡 态 集合 如 图 5.9， 其 曲面 方程 为 
x3+bx+a=0 (5.17) 


x 或 Vi i 
1 0 似 农 非 宁 、、 
pA 似 汽 非 汽 Se 


2 
a 
p25 
2 
7/ 


图 5.9” 尖 拐 突变 的 平衡 态 集 合 


人 -一 一 一 


突变 点 的 集合 由 2 = 0 和 9)” = 0 决定， 即 
人 
3x?+b=0 

在 参数 平面 〈e，5b) 上 形成 一 个 尖 点 ， 如 图 5.10。 


从 《5.18) 式 的 第 二 式 解 出 x=\/ - 4， 将 其 代 人 第 一 式 妈 


(5.18) 


bs a? 
27 4 
它 在 参数 平面 (a，6)》 上 就 是 形成 尖 点 的 两 条 线 。 象 折 迁 一 
样 ， 图 5。.10 的 尖 抛 是 曲面 到 平面 映射 常见 的 男 一 种 奇异 性 。 
例如 透明 充气 轮胎 投影 到 平 识 上 有 四 个 尖 拐 ， 牛 奶 玻 璃 瓶 投 
影 到 平面 有 两 个 尖 拐 ， 见 医 5.11。 


D= =0 (5.19) 
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wp 


D=0 D=0 
图 5.10 尖 拐 突变 点 的 集合 


图 5.11 曲面 到 平面 映射 出 现 的 尖 拐 


从 平衡 点 集合 〈5.17) 的 三 次 代数 方程 知 ，D = 0 的 曲线 
将 参数 平面 (ao，b) 分 成 两 个 区 域 ， 
ee x 有 三 个 实 根 
如 >>0，x 有 一 个 实 根 
忆 = 0 的 线 上 ，x 有 一 个 实 根 ， 两 个 重 根 。 在 刀 -= 0 线 以 外， 
位 势 F 只 有 一 个 极 小 值 ， 它 们 分 别 相 应 于 图 5.9 册 面 上 页 或 
下 页 的 稳定 平衡 态 。 而 刀 = 0 线 的 尖 角 以 内 ， 位 势 P 有 三 个 极 
值 ， 其 中 两 个 是 极 小 值 (稳定 平衡 态 ) ， 一 个 是 极 大 值 ( 相 
当 于 图 5.9 曲 面 中 页 部 份 》。 刚 出 在 D = 0 线 上 位 势 是 一 个 极 
小 值 和 一 个 拐点 。 在 参数 平面 (a，6) 上 的 不 同 区 域 ， 位 势 
的 形态 如 图 5.12。 
从 图 5.12 看 出 ， 若 参数 沿路 线 (1) 变化， 位 势 演化 的 图 
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{5.20) 


本 5。12 位 势 (5.16) 式 分 布 图 


ee) (ff) (8g) 


WYNY 


oo 


图 5.13 


人 象 如 图 5.5， 那 么 状态 在 D = 


到 下 页 。 反 之 ， 若 参数 沿 图 


麦克 斯 书 规则 


0 线 上 的 A 点 处 由 图 5.9 的 上 页 跳 
5.12 中 的 路 线 ( 2 ) 变 化 ， 位 势 演 


化 的 图 象 如 图 5。.6， 状 态 在 D = 0 线 上 的 B 处 由 图 5,9 的 下 页 鲍 


到 上 页 。 两 者 突变 的 位 置 不 


同 ， 这 就 是 突变 的 滞后 性 。 


汤姆 也 论证 ， 对 “以 扰动 ， 不 管控 制 参数 多 少 ， 它 的 稳 
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定性 或 突变 性 质 总 等 价 于 带 有 两 个 参数 a。，b 的 系统 (5.16)， 
基 突 变 嵌 在 控制 参数 为 2 〈 即 余 维 是 2 ) 的 结构 稳定 的 系统 
中 

以 (5.15) 式 的 尖 拐 突变 形式 看 出 ， 老 在 图 5.9 上 沿 平 
行 于 图 5.10 的 o 轴 切 一 刀 ， 这 就 导 得 实 变形 式 (5.8) 式 ， 
若 在 图 5.9 上 党 图 5.10 的 6 轴 切 一 刀 , 就 导 得 又 型 分 盆 
(5.14)。 


82 ”突变 的 两 种 规则 


尖 扣 突变 有 滞后 性 ， 从 图 5.5 和 图 5.6 看 出 ， 这 种 突变 发 
生 在 何 处 呢 ? 用 一 名 话 来 说 质点 保持 原 有 极 小 值 直到 原 有 极 
小 值 不 存在 为 止 。 此 时 质点 只 好 从 原 有 的 吸引 子 突然 跳 到 另 
一 个 吸引 子 。 正 象 图 5.5 和 图 5。6 所 表示 的 那样 。 这 种 规则 叫 
拖延 (delay) 规则 ， 突 变 有 滞后 现象 。 

对 于 一 及 的 系统 突变 常 遵 守 该 规则 ， 这 是 因为 位 势 变化 
非常 之 慢 ， 而 且 当 系 统 有 一 个 成 为 整体 稳定 的 极 小 信 时 ， 系 
统 的 状态 一 点 也 不 知道 。 

对 于 用 分 布 淆 数 描述 的 系统 (如 热力 学 )， 常 常 不 采取 
拖延 规则 。 由 于 涨 落 的 作用 ， 质 点 哪儿 有 最 小 就 往 哪儿 跑 。 
见 图 5。13。 此 时 质点 并 不 象 拖延 规则 在 图 5.13 《〈g) 位 置 时 突 
变 ， 而 是 刚刚 过 〈d) 到 达 〈e) 时 突变 ， 当 控制 参数 反 过 来 变 
化 时 ， 突 变 也 只 是 刚 列 过 (dd) 以 后 突变 。 这 种 规则 叫 麦 克 斯 
省 规则 。 
往往 对 分 布 函数 撕 述 的 系统 ， 完 竟 采 取 何 规则 要 看 噪声 
和 的 大 小 决定 。 设 A 已 是 位 势 束 全 特征 高 度 (在 稳定 态 和 相 


过 的 亚 稳 态 之 间 )。 沙 噪声 比 较 小 ， 即 %》 <1( 见 名 5.14)， 
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5.14 涨 落 在 突变 中 的 作用 


那么 小 的 涨 落 只 能 并 认 局 部 的 位 势 形状 ， 所 以 更 为 小 的 位 扫 
不 能 找 烈 ， 因 而 采用 拖延 规则 。 若 噪声 比较 大 即 人 Ai 1， 


此 时 大 涨 沙 要 寻找 全 域 的 势 最 小 值 ， 这 就 要 遵从 麦克 斯 韦 规 
则 。 

而 相 变 一 般 都 发 生 粒 子 在 相 空 间 中 作 随 机 运动 ， 涨 落 大 
-到 使 系统 能 够 找到 势 的 全 域 最 小 值 。 

除了 两 种 规则 以 外 ， 质 变 还 可 以 通过 突变 和 渐变 这 两 种 
方式 来 实现 。 究竟 采取 什么 方式 这 要 看 新 质 因素 和 旧 质 因素 
这 一 对 矛盾 斗争 的 结果 。 若 新 质 因 素 增强 后 ， 旧 质 因素 并 未 
明显 减弱 ， 往往 采取 拖延 规则 (或 麦克 斯 直 规 则 )〉 突变 到 新 
的 状态 。 若 新 质 因素 增强 的 同时 ， 旧 质 因 素 明显 减弱 ， 则 以 
-渐变 方式 过 渡 到 新 的 状态 。 

对 尖 拐 突变 ， 两 种 突变 规则 及 两 种 质变 方式 都 可 以 得 到 
反映 。 在 加 5.12 中 若 参数 沿路 径 (1) 或 (2 ) 经 过 D=0 线 则 
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采用 拖延 规则 。 若 参数 经 过 刀 < 0 区域 的 中 心 线 (虚线 ) 则 
用 麦克 斯 韦 规则 。 这 些 都 是 突变 方式 。 若 参数 沿 图 5.12 中 的 
路 径 ( 3 ) 变 化 ， 即 参数 始终 在 D>0 区 域 ， 则 质变 以 渐变 的 
方式 由 图 5.9 的 上 页 渐渐 过 渡 到 下 亚 。 

在 实际 的 科学 和 工程 问题 中 ， 通 常 位 势 函 数 是 非常 复杂 
的 ， 甚 至 完全 不 知道 ， 有 时 连 梯度 系统 也 不 是 ， 如 何 识别 突 
变 发 生 呢 ? 这 就 要 掌握 突变 的 特征 ， 参 看 84。 


83 突变 和 相 灾 

相 变 是 物理 学 上 的 重要 内 容 ， 过 去 常 谈 平衡 相 变 ， 即 封 - 

闭 系统 中 的 相 变 ， 如 水 汽 相 变 ， 铁 磁 相 变 等 。 现 在 则 常 谈 包 

括 耗 散 结 构 和 浑 沌 形态 在 远离 平衡 系统 中 出 现 的 非 平衡 相 

变 。 尖 拐 突 变 从 量 的 方面 和 质 的 方面 都 可 以 反映 相 变 的 虎 

容 。 
对 于 汽 液 相 变 ， 范 德 伐 耳 (Van der Walls) 方程 

(P+ fs (7 -8)=R7 (5.21) 

其 中 为 压力 ,是 体 吏 ，T 是 注 度 ，R 是 气体 常数 ，a 和 pp 

为 该 气体 的 两 个 特征 参数 。 很 易 将 方程 (5.21) 化 成 尖 拐 突 : 

变 平衡 点 集合 〈5.17) 的 形式 
X33 +bx+a=0 (5.22); 


式 中 


-1, 了 
Ne 
a 3 


六 (7.-1)-2(2.-1) 
ry 


(5.23% 
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《了 .， 太 ,，T。) 为 临界 点 ， 且 


P.= 27p， V,=38 (5.24) 


从 (5.23) 式 看 出 ， 由 于 x 和 体积 六 成 反比 ， 所 以 图 5.9 的 顶 
部 平衡 态 代表 液 想 ， 底 部 平衡 态 代表 气 相 。 当 湿度、 压力 
(代表 控制 参数 ce 和 65》 沿 着 图 5.12 的 路 径 (1) 变化 ， 液 体 水 
就 突然 体积 膨胀 〈* 减 小 ) 变 成 气体 ， 但 遵从 麦克 斯 书 规则 。 
若 温度 、 压 力 沿 尖 角 外 路 线 ( 3 ) 变 化 ， 则 液 相 水 经 过 似 水 非 
水 、 似 汽 非 汽 的 中 间 状 态 海 变 成 气相 。 

另外 ， 零 阶 相 变 、 一 阶 相 变 、 二 阶 相 变 从 尖 摘 突变 图 象 . 
上 看 得 更 清楚 。 

零 阶 相 变 发 生 在 DD=0 的 线 上 ， 在 D = 0 线 的 左边 和 右边 
位 势 本 身 发 生 不 连续 。 在 D<0 区 域 和 的 D = 0 线 左 边 质 点 原来 
的 极 小 值 位 置 *1 由 (5。.18》 式 第 二 式 解 出 为 


xi 二 (5.25) 
而 质点 通过 D = 0 线 以 后 突变 到 D0 区 域 的 另 一 极 小 点 位 


置 ， 该 位 置 由 5.18》 式 第 一 式 除 以 因子 ( * - \/ -9 而 得 


到 为 
和 2 /- > (5.26) 


将 (5.25) 式 和 (5.26) 式 代 人 《5,16) 式 得 到 相应 的 位 势 - 
为 

b: 26: 
2 Foes = 


故 D = 0 线 两 边 位 势 差 为 


V, (5.27》 
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AV | _, =7.-V,=- 了 0 (5.28) 
《5.27) 式 正 说 明 位 势 在 刀 = 0 线 上 不 连续 ， 所 以 按 拖延 规则 
从 罕 变 叫 零 阶 相 变 。 
一 阶 相 变 发 生 在 图 5.12 中 DD<0 区 域 的 中 心 线 上 ( 即 o = 


0)， 该 线 两 边 的 位 势 如 图 5.15。 


Wy 


天 . 
宣 
图 5.15 一 阶 相 变 线 左右 的 位 势 形态 


从 图 5.15 看 出 ， 左 右 两 边 位 势 本 身 是 连续 的 ， 在 《5。17) 式 
中 令 a =0， 可 以 解 得 左右 两 边 质点 所 处 的 极 小 值 位 置 分 别 为 


x1=vV-6, X=-vV-b (5.29) 
它们 所 相应 的 位 势 分 别 为 
六 b? 
rae V .=-) (5.30) 


因而 位 势 是 连续 的 。 但 是 随 参数 变化 ， 质 点 所 处 位 置 的 位 
势 ， 堪 边 增加 《〈 即 抬 高 )》 ， 右 边 下 降 〈 即 减低 ) ， 因 而 襄 以 
断定 位 势 导 数 发 生 不 连续 。 


dV OV dx + da oy db 


ds rox ds +Ha drt 6.ds (65.31) 


因 中 心 线 两 边 位 势 连续 ， 故 35 = 0， 29 各 分 别 为 中 心 线 
的 方向 余弦，ds 为 中 心 线 的 线 元 。 
2 
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da . db 
,ds= Sin0 ds™= cosb (5.32) 


(0)/ (4)- tee 
由 (5,16) 式 和 (5。29) 式 求 得 左右 两 边 的 导数 


dV : b 
i =xsin0+ C080= WV-b sin0 — 2 cas 


iar + M 
Le =xsinb + 了 cosg= ~vV-b sinbg- ,cos0 
(5.33) 
dr y_ (dar, Y_(ar, i 
(人 )=( 4 ) 人 )= -2v-b sing 
(5.34) 


因此 按 才 克 斯 韦 规则 发 生 的 突变 ， 术 的 一 阶 导数 不 连续 ， 记 
以 叫 一 阶 相 变 。 

二 阶 相 变 发 生 在 图 5.12 中 的 尖 点 0 处 ， 沿 6 轴 b= s 的 O 
点 以 外 D>0 区 域 只 有 一 个 极 值 点 x =0， 而 在 O 点 以 内 D< 0 
区 域 两 个 极 小 值 位 置 分 别 为 x= -5 和 x= -ww-6b。 歼 
'O 点 的 外 部 和 内 部 位 势 为 

/VV(s)=0 ， 当 s 宇 0 
LPG) = seo (5.35) 
由 〈5.35) 式 看 出 ，O 点 处 s=0) 位 势 本 身 和 位 势 的 一 阶 


导数 部 连续 。 而 O 点 外 部 和 内 部 的 二 阶 导数 分 别 为 0 和 -了 


= “2 ， 故 二 阶 导数 不 连续 ， 且 
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dry 1 1 ee 
A( 全 :> )=0 -(-)= 考 《5。33) 
所以 交 埠 处 发 生 的 是 二 阶 相 专 。 彰 面 我 们 已 经 说 明 ， 它 相当 
于 在 C 点 发 生 又 型 分 贫 。 
在 物 远 学 中 的 只 育 一 访 和 二 阶 机变 ， 而 无 零 阶 相 变 ， 相 
变 区 如 医 5.16。 
Xx 
从 
| 
eT 《相当 于 


< 


图 5.16 一 院 相 变 利 二 阶 相 爸 


一 阶 相 变 发 生 在 图 5.16 中 的 粗 线 上 上， 线 的 上 下 方 状态 不 同 
( 汽 或 液 ， 铁 磁 相 变 中 上 下 磁 秆 取向 不 同 )， 而 在 T>T. 为 
失 磁 状态 或 汽 态 。 记 以 在 相 变 中 我 们 并 没有 看 到 滞后 ， 沸 腾 
的 温度 和 凝结 的 温度 都 是 100°C。 

由 于 相 变 和 尖 拐 突变 有 如 此 紧密 联系 ， 所 以 汤姆 的 突变 
理论 从 结构 稳定 性 上 或 几何 上 来 说 明 复杂 形态 的 转化 ， 包 括 
流体 中 的 对 流 状 态 ， 晶 体 增长 的 固化 面 〈 如 雪花 ) ， 地 球 物 
理 的 结构 组 织 ， 超 导 中 的 涡 旋 形 式 ， 生 物 和 化 学 的 形态 或 前 
律 ， 相 变 等 等 。 

§4” 尖 拐 突变 的 性 质 

拆迁 突变 和 尖 拐 突变 是 最 基本 的 两 种 突变 ， 在 实际 中 估 
拐 突变 更 重要 。 下 面 介绍 尖 拐 突变 的 性 质 。 

1. 多 模 态 性 ( 双 坊 性》 

形态 要 发 生 突 变 ， 必 须 有 多 种 形态 同时 存在 ， 即 控制 系 : 
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统 的 位 势 有 多 个 局 地 极 小 值 ( 吸 引子 〉， 象 尖 拐 突变 中 人 尖 和 角 
内 的 D<0 区 域 。 尖 拐 突变 就 发 生 在 多 态 区 各 状态 区 的 边缘 D 
= 0 线 上 。 。 

2.。 不 可 到 达 注 

这 一 点 指 物理 系统 中 有 的 状态 是 不 稳定 的 ， 即 相 空间 中 
有 些 状态 是 达 不 到 的 。 这 一 点 是 很 启 然 的 ， 两 个 吸引 子 之 间 
必然 有 排斥 子 ， 它 相当 于 地 形 学 。 

人 尖 拐 突变 中 图 5.9 的 顶部 和 底部 被 不 可 到 达 的 局 区 最 大 
的 状态 隔 开 。 

3。 突 然 跳跃 性 

这 一 点 是 指 当 控制 参数 变化 对， 状态 可 以 发 生 很 大 变 
化 ， 菇 突然 点 跃 ， 见 图 5.17。 


图 5。17 ”突变 性 
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图 5.18 辐 散 性 


如 果 采 用 麦克 斯 书 规则 ， 伴 随 着 位 势 本 身 连 绽 变 化 ， 但 是 位 
势 的 导数 不 连续 〈 即 不 可 微 ) 。 如 果 遵 循 拖延 规则 ， 则 伴随 
着 位 劳 本 身 不 连续 的 变化 。 突 变性 和 采用 什么 规则 无 关 ， 甚 
至 不 知道 有 什么 规则 。 

4。 辐 散 性 

当 控 制 参 数 变化 的 路 径 稍 有 差别 ， 那 么 最 终 的 状态 可 能 
有 很 大 差别 ， 甚 至 初始 参数 估 和 终止 参数 值 相反 时 世 如 此 。- 
例如 尖 拐 突变 ， 若 参数 变化 的 路 径 在 a= 0 的 两 边 仅 差 一 个 很 
少 的 e:， 那 么 状态 最 终 一 个 到 达 顶 部 ， 一 个 到 达 底 部 ， 见 图 
5.18。 

5, 滞 后 性 

如 前 所 述 ， 当 控制 参数 按 原来 路 径 返回 时 ， 突 变 并 不 在 - 
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原 有 的 位 置 上 ， 而 是 有 一 滞后 。 
例如 尖 拐 突变 若 参 数 按 图 5.12 的 路 径 (1) 和 (2) 演 变 、 
时 ， 状 态 突变 的 位 置 不 同 ， 见 图 5 .19。 


图 5.19 灌 后 性 
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第 六 章 协同 学 


协同 堂 (synergetics〉 是 由 两 个 希腊 字 组 或 的 ， 意 味 着 
“协作 ”， 即 系统 的 各 个 部 份 协作 起 来 形成 第 一 章 所 描述 的 
自 组 织 的 时 空 有 序 结 构 。 特 别 我 们 要 问 是 否 有 一 普遍 的 原理 
来 深 制 自 组 织 现象 ， 不 管 自然 界 个 别 的 于 系统 是 电子 也 好 ， 
分 子 、 光 子 也 好 ， 世 可 以 是 生物 经 胞 、 葡 欧 或 人 。 协 同学 的 
创始 人 是 联邦 德 周 理论 物理 学 家 哈 肯 。 


81 自然 界 的 协同 现象 
渗 然 界 有 各 种 各 样 的 宏观 系统 ， 例 如 化 学 系统 ， 物 理 系 
统 ， 生 物 系 统 ， 其 至 社会 系统 。 而 组 成 系统 的 大 量 的 下 一 溉 
次 的 客体 就 叫做 于 系统 。 何 如 物理 学 又 分 为 流体 物理 、 激 光 
物理 、 固 体 物体 、 等 离子 体 物理 、 高 能 物理 等 等 都 是 子 系 
统 。 化 学 反应 中 的 各 种 不 子 和 分 子 也 是 于 系统 。 社 会 系统 中 
家 庭 、 个 人 也 可 作为 子 系统 。 
从 第 二 章 我 们 已 经 看 到 ， 根 据 系 统 和 环境 的 关系 ， 通 常 
把 系统 分 成 三 类 :一 类 是 孤立 系统 ， 它 忽略 了 系统 与 外 界 环 
境 的 能 量 交换 和 物质 〈 包 活 信息 ) 交换 ， 是 巨 然 界 存在 的 某 
些 系统 的 理想 状态 ， 是 人 们 研究 最 早 的 简单 系统 。 第 二 类 是 
封闭 系统 ， 它 和 外 界 环境 在 能 县 交换 但 无 淘 质 交换 ， 热 力学 
第 一 定律 就 描述 了 这 种 系统 。 第 三 类 就 是 良 然 界 大 量 存在 的 
开放 系统 ， 它 和 外 界 让 境 沅 太 能 量 交 换 又 言 物质 交换 。 
尽管 系统 各 式 会 御 ， 但 可 以 出 现 同 祥 的 现象 。 例 如 “和 


112 


N 


衡 相 变 ”可 以 发 生 在 不 同 的 封闭 系 绕 领 域 ， 又 如 大 家 知道 的 
区 立 子 也 可 以 发 生 在 不 同 的 领域 。 特 别 是 本 书 研究 的 非 平 衡 
祖 变 在 很 多 不 同 领域 帮 是 泪 同 的 ,例如 各 种 振荡 (极限 环 ) 有 
“生物 钟 ”“ 化 学 钟 ”， 非 周期 的 端 流 现 在 几 子 到 处 都 有 ;不 
得 流体 中 有 消 流 ， 还 有 化 学 滑 流 、 生 物 说 流 、 激 光 溃 流 ， 等 
离子 体 湛 流 ， 甚 至 还 吉 固体 消 流 。 通 向 庙 流 的 道路 也 相似 。 
发 生 在 不 同 领 域 里 的 同 祥 现 象 是 否 有 相同 的 普 适 规律 
呢 ? 人 们 从 “平衡 相 变 ”存在 普 适 规律 中 得 到 启发 。 炎 家 知 
道 气 该 相交 中 密度 发 生 突 交 ， 铁 磁 相 变 中 磁感应 强度 有 很 大 
变化 ， 超 导 相 变 中 电阻 发 生 很 大 变化 。 我 们 把 相 变 前 后 表示 
系统 有 序 程度 的 变化 的 状态 变量 叫 序 参量 。 例 如 气 液 相 变 中 
的 密度 或 平均 分 于 间距 部 是 序 参量 。 所 有 平衡 相 变 按照 热力 
学 函数 〈 册 由 能 ) 分 为 一 阶 相 变 〈 相 变 前 后 自由 能 一 阶 导数 
不 连 疲 ) 和 二 阶 相交 《〈 相 变 前 后 自由 能 二 阶 导 数 不 连 续 ) ，, 
一 阶 相 变 曲 线 的 终点 叫 临界 点 〈 气 芒 临 界 点 ， 铁 磁 相 变 居 里 
点 ) ， 在 临界 点 上 发 生 二 阶 相 变 。 临 界 点 处 涨 落 很 大 ， 各 种 
尺度 涨 落 都 在 起 作用 ， 但 威 尔 避 发 现 ， 趋 应 临界 点 的 过 程 中 
具有 标 度 不 变性 ， 就 是 尺度 变化 后 ， 体 乞 的 性 质 不 变 〈 即 有 
自 相 似 结构 ) ， 他 用 重 整 化 群 方法 找到 序 参 和 和 控制 参量 
《例如 7 -了 T.， 即 湿度 了 和 临界 点 温度 了. 的 差 ) 关系 中 的 临 
界 指数 的 标 度 律 ， 吕 建立 定律 。 
远 遍 平衡 态 的 非 平 衡 想 变 是 否 也 能 出 现 冰 送行 为 吧 ? 耗 
散 结构 理论 为 研究 自然 界 力 至 社会 经 济 中 的 开放 系统 ， 为 研 
究 字 宙 演 化 、 生 命 演化 打开 了 通道 。 而 哈 肯 发 现在 一 个 与 外 
界 有 物质 、 能 量 、 信 息 交 换 的 开放 系统 中 ， 由 于 其 内 部 各 子 
系统 之 问 的 相互 企 用 ， 在 外 界 控制 亦 量 达到 一 定 澜 值 时 ， 通 
过 了 于 系统 之 间 的 协调 作用 和 相干 族 应 ， 使 整个 系统 从 无 序 到 
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有 序 。 对 于 这 样 一 个 复杂 的 系统 ,其 状态 变量 可 能 成 千 上 万 ， 
影响 事物 发 展 的 因素 也 不 可 胜 数 ， 怎 样 来 描写 系统 在 临界 点 
附近 的 行为 呢 ? 结果 发 现在 临界 点 附近 绝 大 多 数 状态 变量 阻 
尼 大 、 衰 减 快 ， 对 相 变 的 性 质 和 过 程 影响 不 大 (这 问 侠 变 
量 )， 只 有 一 个 或 几 个 状态 变量 不 但 不 衰减 ， 而 且 主宰 着 闹 
化 过 程 的 始终 (这 叫 慢 变量 )， 这 叫 序 参 量 。 系 统 的 相 变 特 
点 由 序 参 最 决定 。 这 就 是 说 ， 状 态 变量 之 间 的 合作 和 竞争 最 
终 导致 只 有 少数 序 参 量 支 配 系 统 ， 这 种 规律 对 所 有 系统 都 是 : 
成 立 的 ， 蛤 肯 叫 它 为 奴役 slaving》 原理 。 


§2 ”协同 学 研究 的 方法 概述 
协同 学 研究 方法 是 动力 学 和 统计 学 相 结 合 的 方法 ， 即 系 
统 的 运动 和 转变 是 由 动力 学 得 出 的 必然 性 和 统计 学 得 到 的 随 - 
机 性 共同 决定 的 。 设 系统 是 由 许多 子 系统 所 组 成 的 开放 系 
统 ， 对 其 描述 可 以 分 为 三 个 不 同 的 层次 来 进行 ， 即 微观 、 中 
观 和 宏观 层次 。 以 流体 为 例 ， 在 微观 层次 上 ， 我 们 是 考虑 由 
经典 力学 或 量子 力学 所 描述 的 单个 分 子 运动 ; 在 中 观 层次 上 
我 们 考虑 的 是 在 一 个 小 体积 元 中 的 流体 ， 它 包含 大 量 的 分 
子 ， 以 至 可 以 引入 温度 、 密 度 和 速度 场 的 概念 ， 但 这 个 体积 
元 从 几何 上 看 只 能 是 一 个 点 ， 它 比 宏观 体积 要 小 得 多 ， 从 微 
观 层次 到 中 观 层次 是 由 统计 力学 解决 的 。 在 宏观 屋 次 上 ， 我 
们 把 流体 看 成 是 连续 的 ， 因 此 可 以 在 宏观 尺度 上 形成 结构 ， 
协同 学 就 是 讨论 宏观 结构 形成 的 普 适 方法 。-- 
因此 协同 学 的 第 一 步 是 建立 动力 学 宏观 量 所 描述 的 演化 
方程 | 


9 
3 =N(g, o)+F (6.1) 
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其 中 N 是 g 的 非 线性 函数 ,是 由 外 界 输 入 的 能 量 流 和 物 
质 流 引入 的 控制 参数 ,4 是 宏观 量 , 它 是 由 微观 县 的 统计 平均 
得 到 的 ,也 就 是 通过 概率 或 概率 分 布 得 到 的 ，F 是 涨 落 力 。 当 
系统 不 在 临界 区 时 ， 涨 落 的 影响 很 小 ， 系 统 中 各 子 系统 的 运 
动 状态 由 子 系 统 的 独立 运动 (比如 热 运 动 ) 和 子 系统 之 间 关 
联 引起 的 协同 运动 所 决定 。 在 子 系统 之 向 的 关联 能 量 小 于 子 
系统 独立 运动 能 量 时 ; 子 系统 的 独立 运动 占 主导 地 位 ， 系 统 
形成 不 了 整体 的 结构 而 处 于 无 序 状 态 。 在 子 系统 之 间 关 联 的 
能 量 大 于 子 系统 独立 运动 的 能 量 时 ， 独 立 运动 受到 束缚 ， 协 
同 运动 占 优势 ， 运 动 显示 出 丰 序 的 特征 ， 但 只 是 在 宏观 量 平 
均值 附近 的 小 涨 洲 ， 并 不 发 生 结构 的 根本 变化 。 但 当 控 制 参 
最 达到 临 剧 值 时 ， 涨 落 作 用 相对 变 大 ， 对 选择 哪 一 种 浙 结 构 
起 着 决定 作用 。 协 同学 的 第 二 步 是 用 忽略 了 涨 落 力 的 方程 
(6 .1) 来 讨论 平衡 态 的 稳定 性 。 协 同学 移 第 三 步 是 清 除 快 
变量 而 找到 序 参量 ， 例 如 平衡 相 变 中 T->7. 时 的 磁化 强度 、 
非 平衡 相 变 中 的 激光 强度 〈 或 电磁 场 强度 或 光子 流 强度 ) 。 
找 序 参量 是 协同 学 的 核心 。 这 里 要 注意 ， 序 参量 来 源 于 系统 
的 内 部 ， 不 是 外 界 强加 给 系统 的 ， 比 如 外 界 泵 给 激光 器 的 能 
量 (控制 变量 ) 是 无 规 能 量 ， 但 激光 器 输出 的 却 是 高 度 有 序 
化 的 激光 。 最 后 协同 学 将 变 用 统计 方法 来 解释 宏观 新 结构 的 
形成 。 - 

本 章 主要 介绍 将 快 变量 消去 的 方法 。 

哈 肯 的 协同 学 的 基本 思想 是 子 系 统 之 间 的 座 同 合作 结 
果 ， 在 临界 点 附近 只 有 几 个 状态 变量 ( 序 参 景 ) 无 阻尼 ， 它 
们 驱使 善 其它 衰减 快 的 变量 的 运动 ， 系 统 的 最 终 有 序 的 状态 
或 结构 将 由 这 种 慢 变 量 决定 。 
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33 人 快 变量 和 慢 变 量 
我 们 以 简单 的 二 个 变量 的 非 线性 方程 为 例 
ep : 
(6 .2) 
y=-Py+t+x: (8>0) 


显然 ， 它 有 一 个 平衡 态 (x =0，y =0)， 鞭 路 可 比 矩 阵 为 


0 0 
7=(。 区 
它 的 两 个 特征 值 为 =0，》X*: = - <0， 这 就 是 两 个 计 雅 普 
诺 夫 (Liapunov) 特征 指数 。 
对 于 特征 值 -B， 特 征 方程 为 
相 (6.3) 
0°%-B.y=-Py 
所 以 x*=0〈y 任 意 ) 是 一 个 不 变 流 形 ， 且 由 (6.2) 式 第 二 


式 得 到 

y=-Py 
或 

y=y(0)e 4 (6.4》 
对 于 特征 值 4, = 0， 其 不 变 流 形 为 hk(x )， 则 由 (6.2) 式 有 

一 ae2 

dy = Eh = h(x) (6。5》 
令 

=aoxXo +aiX1I 二 Go2xX2 二 ee 《6.6) 


代入 〈6.5) 式 ， 并 比较 系数 得 到 
ai =0，cal =0, a, 2 as=0, as = 房 (6.7) 
故 
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上 (X) = X%2 十 te (6.8) 


(6.8》 式 是 由 和 1 = 0 造成 的 不 变 流 形 ， 称 为 中 心 流 形 〈 见 图 
6.1)， 习 在 其 上 有 


X=—xh=— 2 一 x+ oes (6.9) 
ay 
h(x 中 心 流 形 
XX 
入 
—— ~- 一 一 X 
图 6.1 中 心 流 形 
积分 (6.9) 式 很 易 得 到 

1 

2 (6.107 


《6.4) 式 说 朋 ， 稳 定 流 形 上 的 点 以 e-“ 方 式 趋向 原点 ， 而 
中 心 流 形 上 的 点 以 六 二 方式 趋向 原点 。 故 >(1) 是 一 个 快 变 
显 ，x(1) 是 一 个 慢 变 量 。 

84 消去 快 变量 的 意义 及 方法 
从 (6.4) 式 看 出 ，y( 办 是 快 变量 〈 误 减 )， 因 而 在 原 


点 附近 任 一 点 出 发 的 解 x(1)，y (!) 有 差 值 
e(1) = v(t) —hCx(t)) 
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es=y-htxz) -py+xa- jy) 
Eee SZ A 2 5 
x = Be (6.11) 
故 
Ee~e- ht! BD y(tf)~-h(x)~0 (6.12) 


《6.12》 式 说 明 >( 妇 可 以 用 h(x) = -x2 代 蔡 。 也 就 是 说 在 
《6.2) 式 中 令 y =0 得 到 


y= (6.13) 
这 样 快 变量 > 用 慢 变 量 x 代 替 。 慢 变量 满足 的 方程 为 
区。 (6,14) 
-N=-% ，。， 林 三 一 万 
有 pb 


(6.13) 式 说 明 ， 中 心 流 形 ( 慢 变量 ) 控 制 了 快 变量 (指数 赛 
城 ) 的 渐 近 状态 。 因 此 消去 快 变量 有 如 下 意义 ， 
1., 原 方程 零 解 的 稳定 性 可 以 由 慢 变 量 代替 快 变量 的 方程 
决定 。 
“2. 慢 变量 方程 决定 了 原来 系统 的 宏观 状态 。 事 实 上 流体 
力学 方程 就 是 从 波 耳 兹 曼 方 程 消去 所 有 变数 而 保持 局 地 密 
度 、 动 晶 桐 能 量 的 结果 。 


这 里 用 求 中 心 流 形 的 方法 来 消去 快 变量 。 
由 (6.11) 式 知 ， 下 式 人 
$'(x)x -? =410 (6.15) 


可 以 作为 中 心 流 形 h(x) 和 g(x*) 的 差 值 ，37% 中 所 有 y 均 用 


%(x) 代 替 , 例 如 、 
全 =Xy+axs+byx (6.16) 
y=—yi+cs*+dxy 
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式 中 第 一 个 方程 的 线性 部 分 为 零 (普遍 地 是 特征 值 为 零 实 
部 )， 第 二 个 方程 的 线性 部 分 为 负 〔 普 遍地 是 特征 值 有 负 实 
M$=$' (x)x—y 
= (Xx)CRG(X) + axs + bh’ (Xx) * XJ 
+ $x) 一 cxY2 — dxg(%) 


同样 ， 若 取 g(x) = O(x?*)， 则 


M$=$(x)- cx:+O(x') (6.17) 
斯 以 ， 若 取 %(x) =cx*， 则 M6p = OC%*), 即 中 心 流 形 为 
h(x)=cx’+O(x') (6.18) 
这 时 慢 变量 方程 为 ， 
X=X%A(X) 二 GCX3 二 +DXR2(X)》 
=(a+c)x?+O(x5) (6.19) 
由 此 看 出 ， 


平衡 态 (0， 0) 稳 定 , 当 a+e<0 
坪 稀 态 (0， 0) 不 稳定 ， 当 e+c> 0 


但 是 a +e = 0 时 如 何 送别 稳定 性 呢 ?” 原 来 我 们 取 $ (x) = cx%?， 
现在 我 们 取 %(x) =cx?+O(%x*) 则 
M$= (x) -cx2+cdx4+O(Cxo) 
- 故 若 取 $(x)=cx? -cdx 则 
Mg =0(%’) 
期 中 心 流 形 为 
1(xX)=CcCx2+cdxi+O(xe) (6.21) 
《6 .21) 式 代 人 (6.16) 第 一 式 
x = xXh(x) +ax + bxh:(x) 
=x[cx:+cdxt+O(x’)I+axs+ bxCcxt+cdixs 
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(6.20) 


十 2cidxs 二 oo 
=(a+c)xs+(cd+pc2)xsO(x7) 
= (cd +pbc2)x5+O(Cx7) (6.22) 
故 a+c=0 但 cd +bec:<<0 时 ， 零 解 稳定 ， 若 
cd+bc:>0 则 截 解 不 稳定 。 
若 cd +bc? = 0 又 如 何 呢 ? 事实 上 可 以 求 得 


X = 一 cd2x7+TO(Cx?) (6.23) 
例 {X=ex—xy 
= -py 一 2 (6.24) 


它 的 雅 可 化 特征 值 为 ~ 8 和 2e， 不 符合 一 部 分 是 零 实 部 ， 一 
部 分 为 负 实 部 的 条 件 ， 所 以 改写 为 


(2 -0 
X=gex—xy 
》= 一 By+xs (6.25) 


这 样 前 两 个 方程 线性 部 分 的 特征 值 为 零 ， 后 一 个 方程 的 特征 
值 为 -8。 这 时 有 二 维 中 心 流 形 ， 
y=h(x, e) 、 (6.26% 
取 M $=$i(x, e)Cex—xd(x,e)I+ Bh(x, 2) -x’, 
所 以 若 取 


xX” 2ex 
$l(x, 2)= p- 原 
则 
2 
M$=( - Br)ex+t Bl p- 2 ) x 
+ ene 
= 0 高 阶 小 项 ) 
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所 以 就 取 
h(x, e=( 1 条 (6.27) 
且慢 变量 所 满足 的 方程 组 为 
x =ex— Xxh(e, *) 
Si 
=ex-x ( -As (6.28) 
下 面 我 们 介绍 另 一 种 方法 ,. 使 带 有 小 参数 e 的 方程 消去 


快 变数 而 导 得 民运 动 方程 ， 主 要 讨论 快 的 机 理 是 耗 散 的 系 
统 。 例 如 


es 
Se ») 


df 
4 =g(x, ») (6.297 


显然 * 是 慢 变数 ，y 是 快 变数 。 
令 er =t， 则 系统 (6。29) 化 为 


d 
fo =1(x, >) 
La = Ig, ») (6.30) 
因此 7r 是 快 时 间 尺 度 ，i 是 慢 时 间 尺 度 
为 了 消去 y， 令 
y= tey'! 二 2e2y(42) 十 wooeee (6.31) 


上 式 代 人 (6.30) 第 二 式 ， 并 比较 的 各 阶 项 。 由 e-! 项 得 


g(x y'")=0 《6。32)》 
或 3940 =h(x) (6.33> 
将 (6.33) 式 代 人 (6.30) 第 一 式 得 
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fx,4 (x)) 
这 就 是 慢 运 动 方程 。 
再 精确 一 些 ， 由 e* 阶 项 得 
0 =9,(X, yy ( 设 9, 达 0) 
因为 (6.33) 式 说 明 y'"' 是 的 函数 ， 故 由 上 式 解 得 


h(xX) Ux 
= g(x, h(x)) dt 


hx(%) 
= Dox, RA) fs h(%)) 


= 中 (X) 
-这 样 慢 运动 方程 (6.34) 就 修改 为 


d 
季 =j(x, h(x)+ep(x)) 


这 种 方法 的 例子 很 多 。 例 如 强迫 耗 散 振荡 


% 十 gx =f(x) 


其 中 a = 工 是 强 的 阻尼 ( 耗 散 ) 。 上 式 化 为 


dx 
df 了 


dy .1 
> Ey+f(x) 


这 里 x 是 慢 变 数 。 令 


yy Hey + ee 
代入 方程 组 (6.38) 的 第 二 式 , 由! 项 得 出 
y'"”"=0 
因而 惕 运动 方程 
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C1) 


> 


(6.54) 


(6.35) 
(6.36) 


(6.37) 


(6.38) 


(6.39) 


-A (6.40) 


由 e? 阶 产生 
-y+f(x) =0 或 y' ”=f (x) (6.41) 
因而 


a ey ef(x) = Lf(x) (6.42) 


.0 d 
上 式 说 明 对 大 阻尼 运动 ,惯性 加 速度 项 * 或 "dy -可 以 忽略 ， 
6.42) 式 可 直接 由 =0 导 出 。 


例如 化 学 反应 
d 
pe =hk.(x—y) 
} 
| 7 Ry hk (6.43) 
邻 k,=z，et=t， 则 
(6。44 
dy 1 
dt = (hey) 
合 样 将 (6、31) 式 代入 (6s44) 式 得 到 e-! 阶 的 方程 是 
yo = hy, =-(1- 朋 x (6.45) 


这 就 是 方程 组 (6.44) 中 令 2 =0 的 结果 。 而 e" 阶 项 为 


dy yi 和 = — Rk(1—h)x 


(6.46) 


这 样 ， 乾 变数 方程 为 
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和 =—x+hkx+ek(1— k)x 
=—(1-k)(1- sk)x (6.47) 
例如 哈 肯 的 激光 方程 
(x = 一 CIYX 一 0XYy (6.48) 


(y= 一 aoy 二 bxX: 


令 y= 9 即 y= 4 和 * 代 人 第 一 式 得 


xx = -ax- a6 ya (6.49} 
a; 
这 就 是 慢 变 量 方 程 。 
也 可 以 取 s = 点 ， 用 (6.31) 式 代 人 ， 由 ze ! 阶 项 得 
y=0 则 xy = -ax (6.507 
由 e" 阶 项 得 
0= -ybx (6.51> 
则 慢 变 量 方程 为 司 
X=—ax-axey! = -ox 一 


这 和 (6,49) 式 相同 。 再 下 一 阶 近 似 有 


= 一 ax - 2(-1 + 2 )x?— 人 (2)* 


(6.52» 
§5 用 前 两 个 李 雅 普 诺 夫 特 征 指数 讨论 形态 转化 


前 面 我 们 已 经 知道 ， 开 放 系统 中 当 控 制 参数 变化 后 ， 租 : 
发 产生 多 种 多 样 的 时 空 结构 ,这 就 是 自 组 织 现象 奴役 原 理 说 
朋 宏 观 系 统 有 许多 可 能 的 集体 运动 模式 ， 但 在 一 定 外 界 条 件 
下 绝 大 部 分 运动 模式 随时 间 增 长 而 很 快 衰减 ， 因 而 系统 的 渐 - 


124 


近 行为 仅 由 少数 最 不 稳定 的 运动 模式 决定 ， 这 就 决定 了 宏观 
:系统 的 自 组 织 现象 可 以 用 低 维 耗 散 动力 系统 来 决定 。 从 李 雅 
普 诺 夫 特 征 指数 观点 看 , 因 李 雅 普 诺 夫 指 数 是 按 大 小 排列 的 ， 
见 (7.125) 式 ,因此 号 着 时 间 的 增加 ,最 大 的 前 两 个 指数 LE 
和 LE, 在 形态 演化 中 起 关键 性 的 作用 。 下 面 结合 第 四 章 介 绍 
-的 定常 吸引 子 和 周期 吸引 子 (极限 环 ) 的 失 稳 而 引起 的 分 分， 
看 LE 和 LE 的 作用 。 

先 谈 定 常 吸引 子 的 失 稳 。 对 又 型 分 贫 ， 典 型 例子 (4.13) 
式 ， . 

=Ux~— x 

按 奴役 原理 ，4< 上. 时， 系统 有 一 个 稳定 的 定 态 解 ，LE,< 
作 。 当 4 一 4 时 ，LE, 趋 于 6， 但 ZE, 不 趋 于 0， 故 讨论 这 种 失 
稳 只 须 讨 论 方程 (4.13) 那 样 的 一 维 动力 系统 。 下 面 列 出 定 态 
解 及 其 LEi 指 数 的 表 1。 


表 1 
kK | 定 态 解 | LE1=4-3x2 稳定 性 
| 
ee x*=0 | 4 不 稳定 
x=+ivVp | -2p 稳 定 


工 已 : 随 % 的 变化 如 图 6.2。 从 图 上 看 出 分 贫 点 处 上 已 ;= 0。 
对 通 一 结 点 分 贫 的 典型 例子 (427) 式 ， 
% =L+x? 
其 定 态 及 LE! 如 下 表 2。 
荆 忆 ,的 变化 如 图 6。3。 


He=0 


图 6.2 叉 型 分 作 LE1 随 4 的 变化 ”图 6.3 逻 一 结 分 盆 LEi 的 变化 

对 霍 夫 分 岔 ， 分 岔 前 必须 是 一 个 稳定 焦点 。 从 图 4.11 看 
出 ， 分 盆 前 艺 刀 是 一 对 复 共 斩 特 征 值 ， 分 岔 时 其 实 部 趋 于 
零 ， 即 LE1=LE,-> 0 。 因 此 讨论 霍 夫 分 盆 时 须要 讨论 二 维 


系统 ， 
z=(H+iw)z— bz|z|? (6.53) 


其 中 > =%+iy， 取 其 实 部 和 庶 部 有 
六 =UxX 一 Oy 一 DY(X2+y2) 
Yy = 4y+ox 一 63703222) (6。547 
因此 若 o = 1，8 = 1 就 其 霍 夫 分 岔 的 典型 例子 (4.20) 。 
定 态 解 的 LE 见 表 3。 
周期 解 令 2 =rei9， 则 有 表 4。 
LE 随 4 的 变化 如 图 6 .4。 
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解 ， 


(a) 超 上 临界 (b) 平 临界 


图 6.4 霍 夫 分 岔 世 已 : 的 变化 图 


对 于 极限 环 的 失 稳 ， 设 <K. 时 系统 有 一 稳定 的 周期 
即 LEl=0,，LE,<0。 当 # 一 4 时 ,LEs>0， 图 6.5 列 出 
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7 
HH He 有 
(ay) 
00 0 
上 he 上 LE; 
. 用 
ke 
(b) 
0 的 
H< he Hi 
(ce) 
LE 
LE 
9 0 CC 
@ 他 iE 到 
) 
人 EE NA 
(qd) pe 
Hh ph 


6.5 周期 解 分 岔 的 工 忆 变化 图 
〈a) 叉 型 分 贫 。 〈(b) 鞍 一 结 分 岔 
(c) 秆 夫 分 从 (d) 周 期 售 分 盆 


岂 种 极限 环 分 盆 示 意图 及 LE 的 变化 图 。 
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第 七 章 浑 沌 


81 浑 汇 研 究 的 历史 概述 

灌流 运动 的 形 杰 普遍 存在 于 大 气 、 海 洋 、 化 学 、 生 物 、 
电学 、 声 学 等 问题 中 。1883 年 著名 物理 学 家 雷诺 做 了 一 个 实 
验 ， 将 流体 流 人 圆 管 ， 并 在 贺 管 中 心 轴 的 人 口 处 注入 一 股 很 
细 的 颜色 水 ， 以 便 观 察 流体 的 运动 ， 结 果 他 发 现 : 

1.。 当 流速 慷 缓 惕 时 ， 运 动 是 层次 分 明 的 层 流 ， 中 心 轴 带 
疗 色 的 流动 和 周围 不 混合 ， 但 当 流 速 增加 到 一 定 程度 后 ， 贺 
管 中 抑 流动 变 成 杂乱 无 章 的 状态 。 雷 诺 称 这 种 状态 为 淇 流 。 

2 .决定 流动 状态 的 主要 参数 是 雷诺 数 Re = “, ， 其 中 
工 是 圆 管 的 特征 尺度 即 管 的 内 径 ，* 是 运动 学 粘性 系数 。 当 
Re 超过 一 定 的 临界 值 Re 以 后 才能 出 现 汕 流 。 

3. 临 界 雷诺 数 同 流动 中 的 扰动 程度 〈 如 消 流 度 、 管 壁 粗 
婚 度 )》 有 关 ， 所 以 Re 可 以 从 2300 到 4000。 

4。 当 Re 数 超过 临界 值 Re 时 , 先 在 局 部 地 区 出 现 狂 发 间 欢 
泻 的 淇 流 斑 ， 以 后 随 着 区 域 的 扩大 ， 间 歌 时 间 综 短 逐 步 形 成 
完全 发 展 的 测 流 。 

100 多 年 来 ， 显 然 淇 流 研 究 取得 一 些 进 展 ， 但 有 关 汕 流 
的 本 质 至 今 仍 不 完全 清楚 。 直 到 1963 年 气象 学 家 劳 伦 兹 从 流 
体力 学 方程 出 发 ， 通 过 截 谱 而 导 得 三 个 一 阶 常 微分 方程 组 ， 
这 个 方程 组 是 确定 性 的 ， 带 有 控制 参数 瑞 利 数 ， 当 瑞 利 数 大 
“于 24.74 以 后 ， 数 值 计算 的 解 出 现 非 周期 的 混 乱 的 结果 ， 这 
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就 是 前 面 提 到 的 劳 伦 兹 吸引 子 。 这 种 吸引 子 的 特点 是 ， 微小- 
的 扰动 被 加 强 到 足以 影响 宏观 行为 的 程度 ， 初 始 状态 很 接近 
的 两 条 轨道 按 指 数 律 迅速 散 开 ， 长 期 行为 是 不 可 预测 的 《对 
于 非 浑 沌 吸引 子 ， 互 相 接近 的 轨道 始终 比较 接近 ， 微 小 的 差 : 
别 总 是 限制 在 一 定 范围 内 ， 因 此 其 行为 是 可 以 预 测 的 )。 劳 
伦 兹 的 文章 当时 并 未 引起 重视 ， 直 到 1971 年 法 国 科 学 家 罗 尔 
(Ruelle) 和 托 根 斯 (Takens) 从 数学 的 观 点 提出 纳 维 -斯 
托 克 司 方程 出 现 淇 流 解 的 机 制 。 他 们 认为 当 Re 数 增加 后 只 要 
进行 2 一 3 次 分 倪 ， 准 履 期 运动 就 会 变 成 灌流， 并 称 它 为 奇怪 
吸引 子 。 这 样 劳 伦 兹 的 结果 引起 人 们 的 重视 ， 原 来 劳 伦 兹 吸 
引子 就 是 象 沸 流 样 的 奇怪 吸引 子 。 之 后 很 多 实验 和 数值 模型 
都 论证 了 罗 尔 托 根 斯 的 结果 。1976 年 ， 生 物 学 家 梅 《May) 
在 一 篇 起 很 大 促进 作用 的 综述 中 指出 ， 生 态 学 中 一 些 简 单 的 
模型 (4.115) 式 就 具有 极其 复杂 的 动力 行为 ， 包 括 周期 们 
分 岔 和 浑 沌 。1978 年 弗 根 堡 姆 (Feigenbaum) 利 用 梅 的 模 
型 发 现 倍 周期 分 岔 〈 即 一 分 为 二 、 二 分 为 四 ，……) 到达 浑 : 
沌 过 程 中 华 有 一 个 普 适 的 无 理 常数 一 一 弗 根 堡 姆 常数 ， 而 且 
很 多 模型 的 这 个 常数 都 一 样 ， 这 就 引起 数学 物理 界 的 广泛 关 
注 。 从 此 ， 象 奇怪 吸引 子 那 样 从 确定 性 动力 系统 中 出 现 的 现 
象 ， 统 称 为 浑 注 〈chaos)。 与 此 同时 ， 美 国 科学 家 蒙 德 布 罗 
认为 自然 界 的 很 多 现象 包括 浑 沌 ) 都 是 不 规整 而 破碎 的 ， 
并 不 充满 空间 的 ， 但 具有 自 相 似 的 结构 ， 它 们 的 维 数 是 分 
数 ， 这 些 复 杂 形 态 统称 为 分 形 或 碎 形 (fractal)。 

浑 沌 运动 是 不 是 普遍 存在 的 一 种 运动 形式 呢 ? 从 物理 学 
的 发 展 历史 看 ， 实 际 上 存在 两 种 描述 体 系 ， 确定 论 和 概率 
论 。 牛 顿 力 学 或 更 确切 地 说 天 体力 学 曾经 是 确定 论 的 典范 ， 
以 致 18 世 纪 的 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 宣称 ， 只 要 知道 宇 害 中 的 
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每 一 质点 的 位 置 及 速度 ， 他 就 可 以 预测 宇宙 在 整个 未 来 年 份 
中 的 状况 。 

而 热力 学 和 统计 物理 可 以 作为 随机 论 描 述 的 代表 。 统 计 
力学 的 研究 给 “确定 论 ” 以 小 小 冲击 ， 它 显然 还 认为 未 来 原 
则 上 是 可 以 预测 的 ， 但 是 只 是 在 统计 意义 上 讲 的 。 后 来 量子 
力学 的 研究 提出 了 “ 测 不 准 原 理 ”， 它 告诉 我 们 粒子 的 位 置 
及 速度 的 测量 精度 存在 一 基本 的 限度 ， 因 而 这 些 量 是 不 能 精 
确 预测 的 ， 这 给 确定 论 以 很 大 冲击 。 著 名 量子 力学 家 海 森 堡 
猜测 过 ， 所 有 非 线性 物理 现象 的 一 个 共同 特 点 是 不 可 预测 
仁 。 浑 汪 的 发 现 告诉 我 们 ， 象 大 气 、 海 洋 这样 的 耗 散 系统 是 
一 个 对 初始 条 件 很 敏感 的 系统 ， 初 始 条 件 的 微小 差别 ， 最 终 
导致 结果 的 很 大 差异 。 确 定 的 系统 出 现 浑 沌 的 结果 ， 这 就 意 
款 着 从 长 期 意义 上 讲 未 来 是 不 能 预测 的 。 正 象 著名 天 文学 
家 、 力 学 家 邦 加 莱 所 说 “初始 条 件 的 微小 差别 将 最 终 导 致 根 
本 不 同 的 现象 ”。 当 今 比 种 时 化 学 家 、 诺 贝尔 奖 获得 者 普 利 
高 津 也 说 “未 来 并 不 完全 包含 在 过 去 之 中 ”。 也 就 是 说 我 们 
要 不 断 分 析 事 物 的 变化 才能 把 握 事物 的 演变 。 

§2 ”显示 浑 沌 的 例子 

由 于 计算 机 的 广泛 应 用 ， 使 得 人 们 对 不 同 领域 中 各 种 各 
样 的 非 线性 问题 进行 准确 的 计算 ， 而 且 通 过 实验 发 现 许 多 问 
题 中 都 存在 浑 沌 运动 。 例 如 在 银河 系 的 光滑 而 稳定 的 引力 场 
中 作 高 速 运动 的 星体 和 在 旋涡 系 引 力 场 中 的 天 体 都 具有 浑 学 
的 轨道 ， 在 三 体 运动 问题 中 也 会 出 现 浑 沌 运动 ， 以 臻 “轨道 
理论 ”一 书 的 作者 斯 札 贝 赫 莱 〈Szebehely) 都 认为 天 体力 
学 不 再 是 确定 论 的 科学 。 在 流体 力学 实验 中 这 种 例子 更 多 ， 
例如 贝 纳 对 流 问 题 中 当 上 下 板 的 温差 再 加 大 ， 暑 么 周期 性 振 
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荡 会 失去 稳定 性 ， 表 现 为 浑 汪 运动 。 同 轴 圆 往 的 流体 当 内 柱 
旋转 时 出 现 泰 勒 涡 旋 ， 当 内 柱 转 速 再 加 大 ， 就 从 波状 涡 旋 变 
成 浑 沌 运动 。 化 学 中 的 贝 洛 索 夫 - 札 博 廷 斯 基 反应 ， 当 物质 
的 流量 〈 即 提供 和 排除 某 些 反 应 物 和 生成 物 ) 达到 某 些 数值 
时 ， 其 中 的 周期 性 振荡 就 会 变 成 浑 沌 运动 。 激 光 器 中 当 照 射 
强度 再 加 大 时 会 出 现 随机 的 单 模 腕 冲 尖 峰 。 在 生物 学 中 ， 生 
物 群体 的 个 体 数目 随 世 代 的 变化 也 可 表现 为 一 种 浑 沌 运动 。 
另外 在 非 线性 振荡 中 也 有 浑 沌 现象 。 有 人 把 心律 失常 的 无 规 


一 一 一 时 间 


图 7.1 图 中 实 线 为 台面 运动 ， 虚 线 为 小 球 运动 
《a) 周 期 1，(b) 周 期 2，(c) 浑 学 
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则 竖 蕊 也 看 作 浑 下 。 种 种 情况 表 归 ， 浑 学 是 一 种 普遍 存在 的 
运动 形式 。 下 面 举 一 些 实例 。 

[ 例 17] 小 球 在 振动 台面 上 的 碰撞 

设想 一 个 小 球 自由 落下 在 一 个 振动 的 平台 上 ， 那 么 可 以 
想象 振动 平面 振动 频率 o 的 不 同 ， 小 球 运动 的 形态 是 不 同 
的 。 当 振动 频率 比较 小 时 ， 可 以 出 现 小 球 的 定常 运动 形态 
( 约 为 马 期 1)， 即 在 每 周期 中 小 球 下 落 的 时 间 和 小 球 磁 撞 的 
这 度 都 一 样 。 振 动 频 率 加 大 可 能 出 现 小 球 运 动 的 周期 2 形 
杰 ， 基 小 球 和 台面 碰撞 两 次 后 形态 重复 。 振 动 频率 再 加 大 ， 
小 球 运动 可 能 出 现 浑 沌 运动 的 形态 。 图 7.1 是 小 球 运动 的 各 
种 可 能 形态 。 

设 小 球 趋向 台面 的 速度 为 
,小 球 离开 台面 的 速度 为 v, 台 1 . 小 
而 的 速度 为 w， 黄 示意 图 见 因 一 一 +。 
7.2。 那 么 在 第 j 次 小 球 与 台面 ”由 7 小 球 和 台面 运动 速度 
”碰撞 发 生 的 时 间 1/， 弹 性 规律 为 

“v(t,)) w(t) = -alu(t)) ~ w(t,)) (7.1) 
又 设 小 球 在 i + 1 次 趋向 球台 的 速度 等 于 小 球 第 /次 离 开 速度 

BtAE)》 = -v(t) (7.2) 
则 《7.1) 式 可 以 写成 
vtjr) -wtir)= act-v(t, ) -ay 
(7.8) 


¢ 1M 


其 中 0<a<1 为 铭 复 系数 ， 对 弹性 磁 撞 a = 1。 
若 设 碰撞 所 需 时 间 比 较 小 ， 相 对 于 重力 下 落 时 间 可 以 所 
距 不 计 ， 则 
tjri—ti= 2 (7.4) 
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设 台 面 振 动 规律 为 


w(t)=— Pocosot 7.5} 
则 由 (7.3) 式 和 (7.4) 式 可 以 导 得 以 下 关系 
Xtrl=%1 ty 
Yirl =Qy; ~rCOS(Xi+ yi) (7。6》 


式 中 x=otf y=2@v/g, r=2@:(1+a)B/g。 (7.6) 式 民 
一 个 二 维 映射 ， 这 是 从 物理 问题 用 离散 动力 系统 直接 表述 的 
例子 。 

5 例 2] 双 稳 态 系统 对 外 周期 激励 的 反应 

设 一 力学 系统 有 两 个 像 
定 的 平衡 态 和 一 个 不 稳定 
的 平衡 态 ， 如 著名 的 杜 芬 
(Duffing) 方 程 ， 
x+BX-x+xs=0 (7.7) 
就 是 如 此 ， 见 图 7.3。 图 中 人 

图 7"3 村 芬 方程 的 平衡 态 。 ”和 B 是 两 个 缉 定 的 平衡 坊 ， 
C 是 不 稳定 的 平衡 态 。 设 想 小 球 就 在 用 薄片 变 成 的 图 73 部 
种 末 状 的 槽 中 运动 , 槽 受到 一 个 左右 来 回 的 强迫 振荡 ,振荡 频 
率 为 9。 由 于 振荡 ， 小 球 不 能 再 停留 在 A 处 《或 B 处 )。 当 振 
动 的 频率 较 小 时 ， 小 球 在 A 附近 (或 B 附 近 ) 振动 ,并 不 能 跨 
越 C 点 。 当 拨 动 的 振幅 较 大 时 ， 小 球 可 能 在 A、B 之 间 并 跨越 
C 点 作 周 期 振动 。 但 在 某 种 振幅 、 频 率 及 阻尼 的 情况 下 ， 
小 球 可 能 先 在 A 点 只 近 振荡 ， 然 后 越过 C 点 到 B 点 振 荡 ， 然 
后 又 足 越 C 点 回 到 B 点 振荡 ,在 A 点 和 B 点 振荡 的 次 数 并 不 相 
同 ， 这 就 形成 了 浑 沌 运动 。 小 球 运动 的 规律 受 带 有 强迫 的 性 
芬 方程 控制 : 
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X+ 6Y 一 X 十 %8 一 六 COSa 丰 (7.8) 


其 中 r 是 强迫 振荡 移 北 己 ， 它 可 作为 控制 参数 。 

为 了 能 实现 并 观测 到 这 种 浑 沌 运动 形态 ， 可 用 一 根 细 长 
的 钢 片 夹 在 支 托 磁铁 的 钢 架 上 ， 当 钢 架 不 振动 时 ， 钢 片 被 其 
中 一 个 磁铁 吸引 成 为 稳定 的 平衡 态 〈 也 可 能 被 另 一 磁铁 吸引 
住 )， 在 两 夹 磁铁 的 忆 央 就 是 不 盆 定 的 平衡 态 〈 两 块 磁铁 的 
伐 力 托 销 )。 但 若 钢 片 左右 来 回 作 强迫 振 动 ， 就 会 出 现 浑 
汪 ， 实 验 装置 如 图 7.4。 


贱 架 


图 7.4 钢 片 在 磁场 强迫 下 的 浑 油 运 动 


这 两 个 例子 很 易 见 到 浑 沌 。 加 上 第 一 章 中 介绍 的 很 多 测 
流 实 验 都 是 显示 浑 十 的 例子 。 本 章 后 面 我 们 还 将 介绍 已 经 发 


现 的 浑 沌 动力 系统 。 


83 浑 沌 发 生 的 原因 一 一 敏感 初 条件 
浑 沌 运动 究竟 是 什么 原因 造成 的 ? 我 们 看 一 下 如 下 的 一 
维 映射 


(7.9) 


其 中 x 是 在 单位 格 距 
“了 =C0,1J 中 的 变量 ， 
见 图 7.5。 图 中 的 实 
线 是 映射 F(x)， 虚 线 
是 y=x 的 直线 。 和 迭代 
过 程 (7.9) 式 在 图 
7.5 上 就 是 从 一 个 xs 
出 发 ， 作 平行 于 y 轴 
直线 交 f (x) 即 求 得 x: 
i =f(xo)， 为 了 看 出 


000 001 oo oll 100 1 0 1 
>1， 我 们 从 交点 处 作 
图 7.5 一 维 映射 (7。9) 平行 于 x 轴 的 直线 交 


y =x 线 的 一 点 ， 该 点 的 仪 坐标 就 是 x: 。 由 xi: 求 x: 的 过 程 类 
似 。 总 之 ， 就 是 作 平 行 于 y 轴 直线 交 f(x) ， 再 作 平 行 于 x 轴 
直线 交 y = *， 不 断 进行 下 去 就 构成 一 个 迭代 序列 ， 如 图 7.5 
中 箭头 所 示 。 

映射 (x) 有 两 个 不 动 点 

*=0, x=1 | (7-10》 

它们 是 y = f(x) 和 y =* 的 交点 。 但 是 由 于 f(x) =2 之 1， 因 
而 它们 都 是 不 稳定 的 不 动 点 。 | 

从 表面 上 看 ， 序 列 x。，x,，x2，*…*… 似乎 有 三 种 形 
态 : 

1. 当 x, 是 有 理 数 ， 且 用 分 数 表 示 ， 其 分 母 为 2 的 宪 数 2 


(4 是 正 整数 ) 时 ,此 时 x.->0。 例 如 xo= 3 则 xi = 13r 
= Xa= 一 9 = 于 =0sxs=0oe 
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2. 当 ,是 有 理 数 ， 且 用 分 数 表示 ， 其 分 母 有 非 2 的 因子 
时 ， 则 序列 为 周期 解 。 例 如 zx = 部 则 和 = 拉 ，X: = 了 ， 


， wo= 3 #1 即 n 很 大 


5 
DE 
3 


以 后 在 三 个 数 了 ，3 ， ? 之 间 循 环 ， 这 叫做 周期 3。 


3. 当 x, 是 无 得 数 时 ， 则 序列 既 不 趋向 于 短 ， 也 不 趋 向 
于 局 期 解 ， 而 是 一 个 狐 似 无 规则 的 解 。 


实际 如 何 呢 ? 其 实 只 能 有 一 种 形态 ， 浑 沌 。 以 x。 = 3 


wa 三 


为 例 ， 进 代 下 去 有 xsoo; = 了 。 但 若 一 个 初 值 xe/ 和 <。 前 900 


多 位 小 数 都 相同 ， 后 面 只 差 一 点 ， 如 


13 1 


Xo/ = 28 (1- gro ) 


13(8 一 ])(8 +89+.m) 整数 


~ 28 B100 WY 23002 
加 虑 用 x。 去 作 选 代 ， 到 第 3002 次 有 xseos = 0 。 再 换 一 个- 
和 x。 差 一 点 的 无 理 数 xo/ 


它 的 迭代 结果 是 一 个 无 周期 的 序列 。 
Xo，Xo 7 和 xo/ 这 三 个 仅 差 很 小 的 初 条 件 ， 但 迭代 到 


3002 次 以 后 ,车 问 xs004 的 数值 大 于 2 还 是 小 于 2 ? 实际 上 加 


答 不 出 ， 因 为 可 能 是 零 ， 可 能 是 2 ， 也 可 能 是 其 它 数 。 这 就 
是 说 初始 值 的 原始 信息 到 3002 六 和 代 后 已 消耗 到 尽 ， 如 果 这 
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时 计算 机 还 照 祥 输出 什么 结果 ， 这 个 结果 已 和 初 值 没有 关 
系 ， 自 然 不 代表 由 x。 确 定 的 真实 运动 ， 而 只 是 一 些 偶然 因素 
的 输入 信息 引起 的 ， 这 只 能 是 浑 渍 。 这 种 注 贡 叫 敏感 初 条 
件 。 

为 了 清楚 说 明 这 个 性 质 ， 我 们 将 x*, 写 成 二 进 制 


Xo =0.010203". (7.11) 


其 中 ,不 是 0 就 是 1， 对 于 xu< 有 a = 0， 对 于 xo> 羡 
有 a =1。 将 f 作 用 于 x。 即 得 x， 


xi =f(xo) = { 2x,， 当 a 1= 0 >(0. az as a4°"*) 
“2x0 -1, 当 a1=1 
(7.12) 


从 《7.12》 式 看 出 ， 对 *。 作 用 一 次 等 于 将 二 进 制 小 数 点 后 面 
第 一 位 数字 抹 去 ,然后 将 剩 下 的 序列 移 位 到 左边 ;例如 如 的 二 
进 制 就 是 
Xo=0.01011…… 
那么 选 代 以 后 有 
Xi1=0。1011…… 
X2=0。.011 …… (7.13) 
Xs=061l ee ” 
从 《7.13》 式 看 出 ， 将 x 每 先 代 一 次 其 信息 就 责 失 一 位 。 因 
此 若 x 和 * ,仅仅 差别 在 "位 数字 9, 及 其 后 页 数字 ,由 于" 次 选 
代 以 后 有 
Xu =f"(x0) = (0 artie") (7.14) 
那么 f" (x0) 和 *(x。’) 差别 就 变 成 第 一 位 数字 了 。 
甚至 我 们 用 符号 R 或 来 代表 区 间 [0,1 的 右面 或 左面， 
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那么 区 间 50，1 内 的 每 一 点 就 构成 一 个 符号 序列 ， 图 7.5 中 
8 个 攻 为 的 区 间 内 ，x 的 开头 三 个 符号 分 别 为 


000 001 010 01; 100 101 
改作 直下 ,和 儿 你 人 证 叶 人 人 和 全 
Vo sr sa 
BE LR SRL RR REL -KRLR 
II L111 
生路 汗 < 秆 竺 ,人 
vyy dv 
RRL RRR 


那么 迭代 一 次 就 是 将 头 一 个 符号 弃 去 ， 其 余 各 符号 向 左 挪动 
一 位 。 如 图 7.5 的 子 区 间 101 或 RLR 内 的 点 ， 第 一 个 表示。 
在 右边 ， 第 二 个 表示 迁 代 一 次 (图 7.5 中 的 箭头 所 示 ) 则 到 左 
边 ， 第 三 个 RR 表示 再 迭代 一 次 到 右边 。 那 么 再 迭 代 一 次 即 
-as = Fa(xo) 点 在 何 处 呢 ? 由 于 前 面 x。 信 息 已 丧失 ， 那 么 不 把 
区 间 格 子 分 得 更 细 ， 你 就 无 法 确定 As(x。) 在 哪里 。 如 果 对 初 
始 值 只 知道 有 限 精 确 度 ， 例 如 二 进 制 的 前 4 位 ,那么 就 无 法 确 
定 产 (xzo) 在 哪里 ， 这 就 是 浑 沌 发 生 的 原因 。 两 个 相差 不 到 2-” 
的 点 ， 经 过 "次 选 代 后 所 在 的 轨道 可 能 完全 不 一 样 。 几 平 所 
有 轨道 彼此 以 指数 速度 作 局 部 分 离 ， 即 /表现 出 对 初始 条 件 
的 敏感 依赖 性 。 一 旦 初始 信息 消耗 到 尽 ， 以 后 的 轨道 RLLR- 
LRRL……， 简 直 和 撕 钱 币 一 样 ， 因 为 正面 (用 上 或 0 表示 》 
反面 (用 丸 或 1 表示) 随意 都 可 以 。 用 (7.15) 式 的 方式 研究 浑 
沌 叫 符号 动力 学 。 

敏感 初 条 件 这 条 性 质 在 物理 系统 中 是 普遍 存在 的 。 从 映 
射 (7.9) 式 看 ,对 于 x 分 别 为 0, 2 和 1 的 点 ， 渤 代 一 次 以 号 


+1 就 分 别 为 1 和 0 。 这 就 相当 于 映射 (7.9) 式 可 以 看 成 两 
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47. 一 一 一 一 b? 拆迁 


图 7.6 浑 沌 的 伸 长 折 和 迭 特 性 


步 : 第 一 步 均 匀 伸 长 间 格 [0,1] 成 原来 的 二 倍 ， 第 二 步 将 : 
伸 长 的 间 格 折断 再 折 迭 起 来 成 原 间 格 ， 如 图 7.6。 这 里 伸 
长 的 特性 最 终 导致 相 令 点 的 指数 分 离 ， 这 里 拆迁 的 特性 是 最 
终 保持 序列 有 界 ， 而 且 引 起 映射 不 可 逆 ( 因 为 有 两 个 不 同 的 
%, 值 可 产生 同一 个 x+ 值 ,反之 xs+t 值 一 旦 给 定 却 不 能 唯一 决 . 
定 x,)。 

对 于 更 为 广泛 的 耗 散 系 统 ， 理 解 浑 沌 的 关键 在 于 理解 状 . 
态 空间 中 的 伸 长 和 折 迭 变换 。 系 绕 内 部 存在 局 部 不 稳定 性 ， 
这 是 形态 发 生 分 盆 所 必要 的 ， 这 就 相当 于 指数 型 的 伸 长 ， 见 
图 7.7(a) 。 同 时 耗 获 系统 整体 上 保持 稳定 性 , 吸引 子 相 空间 的 
体积 保持 有 限 ， 这 就 必须 把 吸引 子 折 迭 到 自身 上 ， 这 样 状态 
空间 中 浑 沌 吸引 子 的 轨道 就 被 捞 乱 了 ， 见 图 7.7(b)。 

浑 沌 操作 搅乱 状态 空间 中 轨道 的 方式 正如 面包 师 揉 面团 
的 方式 一 样 。 将 一 滴 蓝 色 的 食品 着 色 剂 放 在 面团 中 再 来 揉 面 
团 。 反 面团 的 操作 包括 两 个 步 又， 首先 把 面团 迭 平 (这 时 着 
色 剂 就 扩散 开 来 〉》， 然 后 把 它 折 迭 过 来 。 这 样 伸 长 和 折 迭 多 
次 ,仔细 看 一 下 就 会 发 现 ， 面 团 中 有 好 多 蓝 色 和 白色 交替 的 
层 。 只 和 需 这 样 操作 二 十 次 ， 最 初 溢 滴 的 长 度 就 会 被 拉 长 到 初 
始 长 度 的 一 百 万 倍 以 上 ， 而 其 厚度 会 减 小 到 分 子 水 平 ， 由 于 - 
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图 7.7 浑 沌 吸引 子 的 伸 长 折 选 性质 

缆 色 颜料 轨道 很 混乱 ， 所 以 蓝 色 颜料 与 面团 充分 混合 了 。 
耗 散 系统 中 这 种 局 部 不 稳定 性 和 整体 稳定 性 的 结 台 误 构 

成 深 沌 ， 所 以 浑 赵 在 耗 散 系统 中 是 普遍 存在 的 。 


$4 浑 沌 发 生 的 模型 
确定 的 系统 可 以 出 现 浑 沌 的 最 殿 型 的 模型 束 是 生态 堂 的 
模型 (4.115) 式 


ti = Xs) = Uxa(l ~ Xs) 
其 中 0 过 4 过 4 是 控制 参数 ，x<[0,1]。 在 第 四 章 中 我 们 已 经 
简单 分 析 了 它 的 不 动 点 及 其 分 贫 情 况 。 


(7.15) 
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(7.15) 式 称 为 逻辑 斯 蒂 (logistic) 模 型 ， 它 是 一 类 单 峰 喘 
射 中 最 简单 的 一 个 ,描述 了 生 禾 群体 数目 的 变化 , 若 * 代 表 时 
闻 ，x, .1 就 代表 n + 1 世代 时 的 出 生 数 ， 它 一 方面 和 2 代 的 群 
体 数 x* 成 正比 ( 右 端 第 一 项 ) ， 另 一 方面 食物 的 来 源 却 因 群 
体 的 存在 而 减少 ， 因 而 降低 了 x,+: 的 存活 率 ( 右 端 第 二 项 ) 。 


47.15) 式 中 的 f(x 4) 是 一 个 抛物 线 ， 5 是 抛物 绕 的 高 


度 ，(7.15) 式 左 端 是 直线 y =x。 这 两 条 线 的 交点 就 是 不 动 
点 ， 见 图 7.8, 即 不 动 点 满足 下 式 


x=f(x) | (7.16} 
由 (7.16) 式 解 出 不 动 点 为 
y x=0, x=1.- 1 
(7.177 


它们 就 是 图 7.8 中 的 O 点 
和 A 点 、 若 是 稳定 的 不 动 
点 ， 巾 图 7.8 中 箭头 所 示 
的 迭代 过 程 将 收敛 到 该 点 
(A 点 )。 据 第 四 章 分 析 ， 
x 不 动 点 的 稳定 性 由 不 动 点 
处 的 映射 > =f (x) 的 斜率 
图 7.8 逻辑 斯 带 映 射 (7,15) 式 | f(x)| 决定， 即 
jf (x)| <1， 则 不 动 点 稳定 
Vf CY)| >1， 则 不 动 点 不 稳定 
图 7.8 中 的 CO 点 就 是 不 稳定 的 不 动 点 。 
当 参 数 4 取 不 同 数值 对， 迭代 过 妨 (7.15) 式 有 不 同 的 动 
态 行 为 : 
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(7。18) 


0 <u<I 时 ，x,~> 0 ， 即 只 有 一 个 不 动 点 CO， 且 它 是 稳定 、 
的 。&=1 时 ，f (0 )=1， 因 而 发 生 跨 临界 分 贫 。 

1<A 和 3 =4: 时 ， 有 两 个 不 动 点 0 和 A 。 因 为 妇 (0)= 
>1， 所 以 O 点 不 稳定 , 面 j( 1- 千 | = -本 <1， 所 
以 A 点 稳定 。 例 如 上 = 2 时 ，x" 0.5， 这 叫 周 期 1 解 。4=3 
时 ，f(A) =2-4= -1， 发 生 又 型 分 盆 。 

3<4 所 1+6 = 人 时 ，x' 在 两 个 什 上 来 回 距 动 ， 例如 
4= 3.2 时 ，x, 趋 向 在 0.513 和 0 .799 两 个 值 上 跳动 ， 这 叫 周 期 
2 解 。 此 时 不 动 点 O 和 A 都 是 不 稳定 的 。 这 两 个 值 那 儿 来 的 
呢 ? 1+w6 = 又 是 怎么 确定 的 吧 ? 下 面 讨论 。 

3.449<4s3.545=4s 时 ， 周 期 2 的 两 个 值 又 不 稳定 ， 此 时 
xs 在 四 个 值 上 跳动 ， 这 叫 周期 4 解 。 例 如 4 = 3 .5 时 ，x" 趋 向 
于 0.152~>0.879->0.373->0.823 一 0,152。 

这 样 的 过 程 不 断 继 续 下 去 。 从 分 岔 的 观点 来 看 ， 这 是 不 
斯 的 一 分 为 二 的 过 程 ， 周 期 1 不 稳定 分 岔 出 周期 2， 周 期 2 不 . 
稳定 分 岔 出 周期 4 ， 周 期 4 不 稳定 分 贫 出 周期 8 ……。 

表 7.1 列 出 各 分 
岔 点 iu 的 数 信 。 一 * 
直到 p> 3.57 = p。 | 
时 ,时 间 序 列 xoxiy | 


vio vi 象 是 分 布 在 1 : i 
出 闻 C0,1) 上 的 随机 /~ 
图 7.9 是 解 图 ,图 中 华 I ’ 3.4n TT 
标 是 不 等 距 的 。 
从 表 1 和 图 7.9 看 图 7.9 一 维 喘 射 (7.15) 式 的 解 图 
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表 7.1 一 维 英 射 (7.15) 式 各 分 岔 点 的 参数 着 


分 岔 情况 An : pa Jn-D)/ pri He) 
i | 机 
1-=2 3 
2 一 4 3.449487743 4.751406 
4=8 3.544090359 4.656251 
8>16 3.564407266 4.068242 
16>32 ' 3.568759420 4.65874 
:32->64 | 3.569691610 4.b091 
64>128 | 3.569891259 4.669 
"4128 一 256 | 3.569934019 4.069 
沽 期 祈 浑 学 3.569945672 
-一 -一 etn ee 


出 ， 解 * 与 参数 /的 
依赖 关系 大 致 可 分 为 
两 个 区 域 : 

1. 周 期 区 
从 周期 2" :到 2" (mn 
六 1 ， 科 分 兮 点 H" 有 


上 
上 We . 了 
| | 全 如 下 关 看 
Ey 1 5 ps =H 一 co6-， 
Bi (n21) (7.19) 
或 分 贫 


7.10 周期 2 中洲 近 于 = = ， 处 之 问 的 同 咯 
. 寺 中流 x= “处 各 | 
汉 需 2? 中 淡 近 于 x = 2 处 各 * 。 比 有 一 会 限 
信之 间 的 距离 

Hn Ho 


limy, -p=8=4.65920165( 910299o" 


(7.20) 
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条 各 分 盆 点 之 间距 离 以 比例 6 倍 缩小 。 这 个 6 是 一 个 无 理 数 ， 
5 而 弗 根 堡 姆 (Feigenbaum) 常 数 。 


另外 周期 2" 中 接近 于 x = 了 的 各 x 值 之 问 的 距 认 〈 见 图 
了 .10 ) 对 不 同 的 ”有 


Ta = =2.502907875095892548"e (n>1) 
(7.21) 
:这 个 值 也 是 无 理 数 , 称 为 弗 根 保姆 第 二 常数 。 且 对 于 图 7. 10 中 : 
各 A* 所 对 应 的 参数 值 尺 ,有 
R,-R =c.。5- (7。22); 
并 有 Ro =H, =3.5399153 (7.23): 
2。 浑 沌 区 
从 4=3.57 到 上 = 4 为 止 是 浑 沌 区 。 浑 违 区 中 也 有 不 少 丑 
期 窗口 ， 例 如 周期 P=3,5,6*…* 的 窗口 ， 这 上 毕 周 戎 ?也 不 是 
售 分 岔 有 PP。，2!，P 了 .2?.……, 其 中 周期 3 是 最 大 钓 窗口 , 它 
出 现时 的 参数 值 为 上 L=1+ 8 =3.828。 窗 口 区 内 还 有 浑 涉 ， 
窗口 的 浑 沌 区 内 还 有 窗 只 。 这 种 结构 无 穷 地 重复 着 ， 是 一 
神 自 相似 的 结构 。 苏 联 科学 家 恰 可 夫 斯 基 (Sharkovsky) 论 
证 了 对 于 盖 泛 一 类 一 维 块 射 >,+; =f (x",H) 存 在 下 面 自然 宣 
el 
1, 2, foo; oT x23, 5 X23, 3 Xx23; %7 X27, 
5 xX2?, 3 Xx2?; …7，5，3 (7.24) 
如 果 系 统 有 周期 为 某 数 的 解 ， 那 么 就 一 定 有 序 列 (7.24) 中 
排 在 它 前 面 的 那些 数 的 周期 解 。 例 如 瑞 射 (7.15; 有 周期 4 
解 ， 也 一 定 有 周期 2 和 周期 1 解 。 郭 列 (7.24) 的 3 是 最 后 一 个 
数 ， 关 此 苦 系 统 有 周期 3 的 解 ,那么 就 存在 一 切 数 的 局 期 解 。 
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所 以 李 (Li) 和 约克 (Yorke) 说 “周期 3 意味 着 浑 沌 ”。 

在 浑 沌 区 内 , = 4 是 “ 单 片 ”深浅 ， 即 x。 在 [0,1) 之 
间 都 哆 遍 了 。# 值 咯 小 于 4 时 ,*, 数 值 分 布 的 范围 略 小 于 0 到 1 
之 间 的 整个 区 间 ， 但 仍然 是 连 在 一 起 的 ， 但 是 当 4 值 小 于 
ku =3.6786 时 ，x, 值 分 布 在 两 个 区 间 内 ， 每 次 迭代 数值 
从 其 中 一 个 睐 到 另 一 个 ， 浑 沌 变 成 两 片 浑 汪 。4 值 再 减少 到 
Ho = 3。5926 时 ， 两 片 浑 沌 又 变 成 四 片 ，……。 这 种 倒 分 贫 过 
程 也 到 ks = 3.57 为 止 ， 见 图 7.11。 


x 


bos pm LE Hu, 4 
图 7.11 映射 (7.15) 的 倒 分 盆 过 程 
下 面 讨论 分 盆 点 : 
第 一 次 分 岔 发 生 在 0 点 的 斜率 等 于 1 时 ， 即 
f’'(%) io = 2Ux| = 人 = 1 =H 


第 二 次 分 盆 发 生 在 A 点 斜率 等 于 - 1 时 ， 即 
1 (x) | 


1 


1 
二 24 (1 i 2)= -ht 


故 = 3 =h, 
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分 分 以 后 的 周期 2 哪儿 来 的 呢 ? 所 请 局 期 2 ， 即 4 很 大 
后 用 x, 代 入 〈7.15) 式 得 xi， 再 用 x*+ :1 代 人 (7.15) 式 又 得 
到 *,,。， 它 应 该 就 是 x。， 即 


Xn= xara =f (Xn) = ff (xs)) (7525) 

从 (7.25) 式 看 出 ， 周 期 2 原来 就 是 映射 
x=fCf (x))=f? 《7.26) 
的 不 动 点 ， 方 程 (7.26) 写 开 来 就 是 
x=A[Ux(1I-x)DC1-Ax(1-x%)] (7.27) 
x fCf x) =f (x) (7.28) 


所以 四 次 方程 (7.27) 中 包括 原 映 射 x=f(x) 的 两 个 不 动 点 。 
从 方程 (7.27) 中 去 掉 这 两 个 不 动 点 所 含 的 因 于 (x -~ 0) 


[* -(1 -二 )), 籼 下 的 二 次 方程 为 


Hix*—H(H+ 1)x+ (V+ 1)=0 (7.29) 


方程 (7.29) 的 两 个 根 
1 +H+tV (4k+1)(k- 3) 
xi， = py (7.30) 


它们 就 是 周期 2 的 解 ， 或 它 
们 满足 
2 =Hx,(1— xX1) 
pope (7.317 
第 三 次 分 岔 应 发 生 在 周 
期 2 的 解 不 稳定 的 地 方 。 从 y 
=x 和 ?> = 了 ?=fCf (x)) 的 图 
7.12 图 象 看 出 ， 不 稳定 就 发 图 7.12 映射 疡 的 图 象 
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生 在 有 :的 斜 率 等 于 - 1 处 (图 中 的 B 点 和 C 点 )。 这 就 受 芳 
谍 产 的 导数 ， 因 为 
[FF(x))32xi 或 xs = f (Zi)FCFGxIDD 
=f'(x1)°*f’ (x2) (C732 
所 以 f*' 在 %1 或 x 的 数值 为 - 1， 即 
L2(1-—2x%)(1—-2x%)=—1 
”将 (7.30) 式 代 和 人 (7.33) 式 解 出 
k=1+V6 《7.34) 
(7.34) 式 中 取 + 号 的 一 个 就 是 4: 。 
。 其 它 分 贫 点 的 值 上 可 用 类 似 方法 求 得 。 例 如 周期 解 满 
足 xwsk =%s， 即 x = 了 (x)。 要 求 1 的 不 动 点 , 即 是 f' 和 y=% 
的 交点 ， 它 们 共有 八 个 交点 ， 除 去 映射 x = f(x) 的 两 个 不 动 
点 以 及 映射 x= 大 :的 两 个 不 动 点 以 外 ， 剩 下 的 四 个 就 是 周期 
4 解 xi，x:，xs，x%4。。 再 利用 
(Ff) =f x)f xa)f’ (xa)f’ xD)= 1 
07.35) 
就 可 以 找到 周期 4 到 
周期 8 的 分 从 点 /as。 
现在 夹 求 倒 分 谷 
点 有 yy He ee 
从 图 7.11 看 出 ，4 = 
4 处 的 情况 和 4 ,处 
AB 和 AcC 的 情况 祖 
似 ， 所 以 考虑 4 1) 处 
i .的 二 次 迭代 请 帝 
和 ”w+2 = 人 Ci) 
[A 1 Xa(l — %s)) 


图 7.13 Ac 时 的 二 次 迭代 
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[1 -Ai: ;xs(1 一 xs) (7.36) 
见 图 7.13。 图 中 弄 线 是 原 抛物 线 , 实 线 是 二 次 迄 代 (7.36) 
式 。A 人 A 是 不 动 点 ， 这 时 以 AB 为 边 的 正方 形 或 以 AC 为 
边 航 正方 形 正好 是 4= 4 时 的 一 个 缩影 。 如 果 初 始 值 落 在 
AB 兴 (或 AC 内 )， 则 两 次 送 代 后 仍 落 在 AB 内 (或 AC 内 )， 

而 且 点 前 分 布 情 况 类 似 于 4= 4 的 情况 ,所 以 图 7,11 中 的 A、 

B、( 就 是 图 7.12 中 A、B、C 三 点 ， 它们 的 模 坐 标 就 是 图 
7.11 中 息 纵 坐标 。 现 在 从 图 形 上 求 出 倒 分 岔 点 的 x、:， 和 
He 


因为 4B=2 (x0 -23]. AD=x.0 -1 (21) 
-< 4 (1 - 全] ,人 48=4D, 且 是 /的 


不 动 点， 所 以 xu = 1 万，,， 歼 得 到 K,,, 满 是 
Hi -A441 +16=0 (7.37) 
得 此 解 出 Au =3.678，% (1 =0。728。 


$5 重 整 化 群 方法 和 通用 常数 


著名 物理 学 家 威尔逊 (Wilson) 在 研究 相 变 和 临界 现 象 
时 来 用 了 证 德 洛 夫 (Kadanoff) 的 重 整 化 群 航 方法 。 因 为 在 
猩 界 温度 时 相关 长 度 是 比较 大 的 ， 因 此 直接 计算 将 要 包括 在 
大 的 相关 长 度 内 的 所 有 自 旋 ， 例 如 图 7.14 (a) 是 一 个 伊 辛 
(lsing) 周旋 方 格 ， 它 的 指向 或 是 向 上 或 是 向 下 。 我 们 将 四 
个 自 族 全 成 一 块 ， 如 图 7.14(b)， 由 于 在 临界 温度 时 自 旋 是 
强烈 相关 的 ， 所 以 认为 四 个 自 旋 合 成 的 块 也 只 有 两 个 可 能 的 
状态 : 高 上 或 向 下 。 也 就 是 说 ， 四 个 自 旋 合成 的 块 自 旋 还 是 
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一 个 有 效 的 伊 广 系统 ， 但 现在 的 块 自 旋 格子 (图 7.14(c) ) 给 
离 是 原来 的 两 倍 ， 加 果 我 们 以 格子 距离 为 单位 表示 相关 长 
度 ， 那 么 相关 长 度 就 减 小 了 一 半 ， 这 样 一 步 步 做 下 去 和 相关 长 
度 就 化 为 1 的 量 级 。 图 7.14(c) 和 图 7.14 (a\ 实际 上 是 相似 
的 ， 因 而 说 是 存在 自 相似 的 结构 。 


(a) (b) (c) 
。 . HO 
. H § 
1 11 1 x 其 
DD . ee-. .» dh [LA] 
je 。。。 | [| 
4 ! 和 1 x x 
pC | 


图 7.14 卡 德 洛 夫 块 自 旋 结构 

而 浑 沌 现象 和 临界 现象 之 间 是 类 似 和 匆 。 浑 沌 过 程 也 存在 
和 相似 结构 ,例如 图 7,15(a) 是 一 维 映射 8 = 1 到 k=4 一 段 中 周 
期 解 的 分 布 状况 。 将 其 中 取出 一 段 (4 ,4:“)， 其 周期 解 分 布 
和 原来 一 样 ， 只 是 周期 加 倍 ， 同 样 原来 的 一 段 (#;，#s 和 只 
是 周期 是 原来 三 倍 ， 分 别 见 图 7.15(b) 和 (c)。 

为 了 求 出 通用 常数 6 和 a， 可 以 通过 自 相似 的 重 整 化 群 
方法 得 到 ,我们 从 迭代 映射 求 到 的 图 7.10 中 的 A: 和 A: 过 程 ， 


， 找 出 求 8 和 的 方法 。 图 7.10 中 的 A, 是 证 ( 2 ) 和 之 间 的 中 
窗 ， 而 A: 是 户 ( 二 ] 和 志 之 间 的 距离 , 见 图 7.16 和 国 7.17。 将 
图 7.16 和 图 7。 17 的 两 个 小 方块 (一 个 边 长 为 Al， 另 一 个 边 长 


为 A,) 加 以 比较 看 出 ，A ,的 方块 中 的 曲线 是 j 的 一 段 ， 
人 ,方块 中 的 曲线 是 fs 的 一 段 ， 这 两 跋 非常 相似 ， 放 大 后 如 
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:3 


图 7.15 分 贫 图 的 自 相 似 性 


图 7.18。 只 是 图 象 颠倒 了 。 因 为 从 极限 讲 ，As/A1= 已， 
所 以 将 图 7.18(b) 的 图 象 放 大 c 倍 就 和 图 7.18(o) 的 图 象 一 


样 ， 即 
gw) = -ag [a (-%)) (7.38) 


《7.38) 式 就 是 反应 自 相似 结构 的 泛 函 方程 或 重 整 化 方程 ， 
意义 是 尺度 x 缩小 倍 的 图 象 加 以 放大 a 倍 和 尺度 为 x 的 图 条 
相同 ， 其 中 负 号 表示 计算 距离 和 图 象 的 方向 相反 。 函 类 7(x) 
是 * 趋 于 很 大 时 的 一 种 经 过 2 "迭代 后 的 方程 


g(x)=f (FF (feof (KX) 0)))) “7.39) 
， 泛 函 方 程 (7, 38) 求 解 是 困难 的 。 我 们 不 妨 设 
g(0)=1 (7.40) 


六 为 映射 〈7.15) 可 以 通过 下 列 变换 
1 和 1 


求 A: 的 过 程 


图 7.17 


求 Ai 的 过 各 


图 7,16 


-27 
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1 1 i 
X= > +jy, L=/1+44+1 


| z=4( >- 2) c= 1 (02) 


将 映射 (7.15) 化 为 
ynt1=1— Ays? 
(2+1=C— Zn 
所 以 设 
g(%) =co— xX? 


将 (7.43) 式 代 人 “(7.38) 式 有 


(7.41)7 


(7.42) 


(7.43> 


oo- #1= afcs- (es (一 2) 2 ) ] 


= -a[e.- (e: 一 2c- ee + “让 


Qa? 二 
2 
x 
=(~astotace’) -2ce au +o(%') 


身边 比较 系数 得 
| —a(cs—co) 
\a=2c。 
将 (7.45) 式 的 第 二 式 代 人 第 一 式 , 洋 去 c。 后 得 
a’*-2a-2=0 . 
解 出 
a=1i+4vV3 
取 + 号 有 
a=2.732 
它 和 实际 的 弗 根 堡 姆 常数 相 比 仅 差 10%。 
下 面 求 5， 图 7.19 是 周期 倍 分 贫 点 示意 图 。 


(7.44) 


(7,45) 


(7,46» 


(7.47) 


(7.48> 
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图 7.19 周期 们 分 贫 点 分 布 图 
基于 Cisco es 一 ee<DU (7.49) 
将 〈7.49) 式 代 人 (7.45) 式 的 第 一 式 得 
crte6= -a(csrt+E) (1-c,r1-e) 
= 一 CQ (crite-Clri— Ec.r1— eC.+1— 8) 


= -a (co。+e-c,?*-ec,—ec,.—-e) 


比较 两 边 的 系数 得 


G=2cuc。-a 


用 ce= 2 代入 得 


6=a(a-1) =a’:-a=4.72 (7.50) 
P(h) 它 和 实际 的 弗 根 您 姆 常数 ( 见 
7.20 式 ) 只 差 10%。 
对 于 周期 倍 分 岔 的 周期 长 


MM 度 P, 当 4 趋向 于 oo 时 ， 有 关系 


P(L) ~ (Hs, -AN) 


上 (7.51) 
4 | 4 以 称 为 临界 指数 ， 见 图 
2 19.20, 
图 ?7.20 周期 倍 分 岔 周 又 因为 (7.19) 式 
期 长 度 与 4 的 关系 Ls-— Ha~ 6-" (7.52) 
改 
P(L) 一 67 (7.53) 
因为 
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已 (Li) = 2 己 (AD) (7.54) 
《7.54) 式 相当 于 临界 现象 中 的 肯 关 二 三 之 再 关系 。 


6 +1)r -26 n 
或 67n=2 (7.55) 
因而 E 

7= -3 (7.56) 


利用 cs。= 2 ， 求 得 
ce=1.366 (7.57) 
由 co 再 据 (7.41) 式 我 们 可 以 求 到 映射 (7.15) 周期 倍 分 贫 的 
累积 点 4。， 因 


co= 1 halk 2) (7.58) 
故 pz-2pk -dce=0 (7.59). 
解 得 

Le =1+ VITAG (7.60) 


取 + 号 得 4 = 3.54。p。 和 实际 的 8.57 差 别 也 很 小 。 
通用 常数 6 不 仅 有 理论 意义 还 有 实际 意义 。 当 实验 (或 计 
算 机 模拟 ) 中 发 现在 参数 we 和 Ai 处 有 周期 倍 分 贫 , 由 (7.19) 
式 
H.-L,=c 
人 a (7.61) 
旭 其 它 分 贫 点 的 位 置 就 有 
局 = 人 Ac6- =c6-1+A 一 c6- 


二。 ,一作 
= th 一 让 订 26， 
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Sls mn 
og 让 + (7.62) 


这 洋 ， re 直人 天 有 大 


= 


好 处 ， 法 可 估算 忆 。 的 位 置 。 因为 由 (7.61》〉 式 得 
ee Ko (7.63) 
1-8 
故 
Lt 8 
pp 1127 (7.64) 


即 p- 襄 4 的 位 置 大 概 是 上 -上 的 27%。 
关于 自 相似 性 ， 我 们 还 要 在 下 面 论述。 
86 劳 伦 兹 骸 引子 及 埃 隆 吸引 子 
1963 年 美国 麻 省 理工 学 院 的 气象 学 家 劳 伦 兹 在 描述 大 气 
运动 时 ， 将 偏 徽 分 方程 采用 迦 辽 人 多 《Galerkin》 方法 〈 谱 展 
开 ) 并 截 谱 到 只 有 三 个 未 知 最 的 常 微分 方程 组 一 著名 的 劳 
伦 兹 方程 ， 


X= 一 0X 十 OY 
本 


Ee yr C7.65) 

2 xy 一 -bz 

其 中 x 代表 对 流 强度 ， y 代 表 上 升 流 和 下 降 流 的 温差， z 代表 - 
铅 直方 向 温度 分 布 的 非 线性 强度 。r 是 瑞 利 数 ， 它 代表 引起 
对 流 和 淇 流 的 驱动 因素 〈 如 贝 纳 对 流 上 下 板 的 温差 ) 和 抑制 
对 流 因 素 (如 粘性 〉 之 比 ， 这 是 系统 (7.65) 的 主要 控制 参 


数 。 = - 是 普 朗 特 〈PrandtD 数 (vy 和 x 分 别 是 分 子 粘性 - 
系数 和 雪 传 导 系 数 ) ，0 是 外 形 比 。 
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因为 系统 〈7.65) 的 相 空 间 体积 变化 率 或 雅 可 比 矩 阵 的 
迹 〈 向 量 场 的 歼 度 ) 为 〈 参 看 第 二 章 ) 


1dr ， gx dy .oz 
Var =divV = -jx + ay + 
=- (0+b+1D)<0(0>0, 0~>0) 


(7.66) 
所 以 劳 伦 兹 系统 (7.65) 是 一 个 毙 散 系统 。(7,66) 式 意 
球 着 相 空间 的 体积 元 以 指数 率 收缩 ， 即 


V(t)=V(0)e- tit (7.67) 
耗 散 系 统 代表 整体 上 的 稳定 性 ， 若 再 加 上 局 部 不 稳定 性 ， 这 
是 出 现 浑 沌 或 汕 流 形态 的 基础 。 


首先 求 劳 伦 兹 系统 〈?,65〉 式 的 平衡 态 ( 定 常 状态 解 )， 
由 〈7.65) 式 的 第 一 式 得 x= y， 代 人 第 二 式 得 *(r 一 1 -2) 
= 0， 由 第 三 式 得 x: =bz。 因 此 若 x=0， 则 >=0 和 z =0， 若 
z=r-l 则 x=y= +wbCr 二 1 。 总 之 

当 r<J 时 ，O: (0，0，0) 是 平衡 态 ， 

当 r>>1 时 ， 有 三 个 平衡 态 
O : (x, y, 2) = (0，0，0) 
Ci: (x, y, 2) = (Volr-1), 
wb(lr-1), r-1) (7.68) 
Cos (%, y,2)=(- vbr-1), 
~vb(r-1),r-1) 


对 十 平衡 态 0，, 其 稳定 性 决定 于 雅 可 比 矩 隆 


[Ee CT 0 
| 7.69) 
1 0 0 -0 
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的 特征 值 X， 其 特征 方程 为 
(+4)C42+(r+l)4+ol-r)]J=0 (7.707 
它 有 三 个 根 | 
Xb, 
—- (ot+1l)+V(o+1)*-40(1-r) 


2 


hs,s = 
(7.71) 
因此 r< 1 时 三 根 均 为 负 实 根 ，O@O 点 是 稳定 的 平 衔 点 。 当 ”之 1 
时 ，4,,s 中 有 一 正 一 负 ，0 点 是 不 稳定 的 平衡 点 。 因 此 + = 上 
时 ， 有 一 特征 值 沿 实 轴 穿 过 虚 轴 发 生 一 次 又 型 分 贫 。 
对 平衡 点 c! 和 c:， 其 稳定 性 由 矩阵 


,3 o 0 
1 -1 -wor-D | 
Veolr-1) volr-1) -b / 


(7.727 


的 特征 值 ^ 决 定 。(7.72) 式 的 特征 方程 为 
. As+(o+b+1)A2+ (r+o)bA+2bo(r-1)=0 


(7.73> 
当 和 一 1+( 即 刚刚 超过 1)，(7.73) 式 的 三 个 根 趋 向 
-Ai1—>0- 
A (0) (7.74)’ 
~- 


即 c1 和 cs 是 稳定 的 平衡 点 。 到 7 = 1.345 时 ，(7.73) 式 中 的 三 . 
个 负 特 征 值 有 两 个 相等 。 到 7 之 1.345 时 ，¢ :和 cx 变 成 稳定 焦 
点 ， 即 方程 〈7.73) 中 有 一 对 复 共 斩 特 征 值 ， 且 实 部 为 负 ， 
为 此 设 共 罗 特征 根 为 
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B=pB1+ip,, B=pP.-ip, (7。757 
旭 方 程 7.73) 化 为 

(4-a) (4-p) (4-8)=0 (7.76) 
其 中 a 是 实 特 征 值 。 将 (7.76) 展 开 得 

As— (26 +a)M\*+ (IBI*+2pB1a)4—- IBl :a=0 

(7.77) 
因为 我 们 要 研究 + 再 大 后 ，c1 和 cs 这 两 个 稳定 焦点 又 变 成 什 
么 ， 所 以 车 在 某 个 ro 处 B81 =0， 则 一 对 复 共 恩 特 征 值 穿 过 虚 
轴 ， 就 发 生 一 次 霍 夫 分 盆 。 
故 由 方程 (7.77) 看 出 ， 若 5, =0， 则 

(42 项 的 系数 ) x (4 项 的 系数 ) = 常数 项 (7.78) 

由 方程 (7.73〉 知 ，(7.78) 式 意味 着 


(go+b+1)(o+r)b=20b(r—1) (7.79) 
由 “〈7.79) 式 解 出 
_o(lo+b+3) 
DO (7.80) 
若 取 o =10，6b=8/3， 则 
ro =24.74 (7.81) 


《7.80) 式 和 (7.81) 式 就 是 霍 夫 分 岔 的 分 贫 点 ， 它 显然 要 
求 


o>b+1 (7.82) 
下 面 我 们 来 证 明 在 r。 处 确实 符合 霍 夫 分 贫 条 件 
B1’(ro)>0 (7.83) 


即 
Bi(r<ro)<0, Bilr=ro)=0, Pi'(r>ro)>0 
(7.84) 
将 方程 (7.77) 与 方程 (7.73) 比较 有 
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“(og+b+1)=-(2P+a) 


(gog+r)b= |BI*+2pB1a | (7.85) 
—20b(r~-1)= ipl a 
由 第 一 式 得 到 
a=—- (0+b+1+2p1) (7.86) 
由 第 二 式 和 第 三 式 得 


(oO+r)da= IBl a+2pP1a’ 
=2Pia’: -20b(r— 1) 
(7.87) 
将 (7.86) 式 代 人 (7.87) 式 得 
- (ogo+b+1+2p1) (r+o)b’ 
=-20b(r-1)+2Pi(o+b+1+2pB1) (7.88》 
将 (7.88) 式 对 + 求 微 商 ， 并 用 ro 值 代 和 人， 注意 Bi (ro) = 0， 
得 到 


/ EC 
Aro) = aor rrr >0 
(7.89) 
(7.89〉 式 说 明 B 1 的 值 吨 7 增加 而 增加 ， 因 而 结 论 (7 .84) 


式 正 确 。 
总 之 ， 当 rr 时 ，c1 和 cs 为 稳定 焦点 ， 在 r =7, 处 发 生 
亚 临 界 霍 夫 分 岔 ， 出 现 不 稳定 的 极限 环 。 劳 伦 兹 系统 随 * 变 


化 ,形态 如 图 7.21。 
r>ro=24.74 以 后 的 形态 ， 相 空间 的 轨 线 是 由 0 点 出 来 


进 人 c: 再 转 出 来 到 0 点 ， 再 离开 0 点 到 c*, 再 由 cz: 出 来 到 O， 
-这 样 反复 下 去 。 但 由 于 绕 c: 和 c: 的 方式 及 圈 数 都 是 不 规则 


洪 ， 因 而 是 非 局 期 的 奇怪 吸引 子 或 浑 沌 形态 。 
按 (7.67) 式 这 个 吸引 子 要 吸引 到 相 空 间 的 有 界 区 域 ， 
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BS > 
了 八 2 | < 
(a) rl 1 A A 
oO 


(b) TI<r<1.345 


RMN 


(qd)r=13.926 


{8) rS24.74 


图 7.21 劳 伦 效 方程 解 形态 随 r 的 变化 

并 且 这 个 区 域 的 体积 要 收编 到 零 。 这 就 意味 着 三 维 劳 伦 兹 系 
统 的 流 所 产生 的 点 集 的 维 数 要 小 于 3 ， 但 按 邦 加 业 一 本 德 森 
(Bendixson) 定理 ， 在 二 维 空间 中 吸引 子 只 能 是 不 动 点 和 
家 限 环 。 所 以 劳 伦 兹 吸引 子 的 维 数 介 于 2 和 3 之 间 ， 或 分 数 
维 空间 中 ,这 在 第 八 章 中 将 讨论 。 

这 里 我 们 再 一 次 强调 ， 象 劳 伦 兹 吸引 子 在 其 些 方向 上 收 
缩 其 体积 时 ， 但 是 却 沿 着 另 一 方向 偶 长 ， 为 了 保持 在 有 界 的 
到 域内 ， 这 个 体积 元 只 有 折 选 。 这 种 伸 长 折 迁 的 过 程 就 产生 
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1976 年 法 国 天 文学 家 埃 隆 (Henof) 提出 如 下 的 二 维 映 


射 
人 =1+by:—ax"” 
i (7.90) 
或 令 Y ,= by 映射 《7.90》 也 可 以 化 为 
{Xat1=1+ Ys—ax,” 
ty pe (7.91) 
映射 《7,91〉 的 雅 可 比 行列 式 是 
Oxn+! OXn+1 | 
GOx。 9Y, | 
9 下。 [0 | 
Oxs IF。 | 
一 2ax。 1 a 
= 0 (7.92) 


车 |6| < 1 就 意味 着 面积 是 收缩 的 ， 或 是 说 耗 散 的。 即 平 面 
(x%;，y,) 上 的 面积 每 迭代 一 次 就 收缩 8 倍 ，(7.92) 式 中 
的 负 号 说 明 面积 边界 的 指向 在 近代 过 程 中 改变 。 埃 隆 在 计算 
中 取 a = 1,4，6= 0。3。 

在 (7.90) 式 中 令 x,t1 =%,，y +1 =》, 即 得 到 不 动 点 满 
足 二 次 方程 

1odxn*+0.7xn—1=0 (7.93) 
由 此 解 出 x, =0.631 和 x, = 一 1。.131， 从 而 y= 0.631 和 yy。 = 
一 1.131。 故 《7.89) 式 有 两 个 不 动 点 
A(0.631, 0.631),  B(-1.131, -1.131) 

. (7.94» 

A 点 的 稳定 性 由 雅 可 比 和 矩阵 〈7.92) 的 特征 值 决定 ， 
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( -2.8x0.631 0.3 ) (7.95) 


1 0 
矩阵 (7.95) 有 两 个 特征 值 )h; = 1.924 和 和; =0.156。 它 
们 所 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 《一 1.824，1) 以 及 (0.156， 
1)。 由 于 14:| 之 1 :因而 A 点 是 不 稳定 的 ， 相 当 于 鞍点 。 
两 个 特征 向 量 分 别 形 成 不 稳定 流 形 3" 和 稳定 流 形 4*， 见 名 
2 


0D.L58 


b A 
pe 
a S 
a d NS 
a De 


图 7.22 埃 隆 映 射 


那么 和 A 点 附近 MMM" 上 前 点 经 过 反复 从 代 将 远离 A 点 ，M* 
土 的 点 反复 迭代 将 趋 近 A 点 ， 平 面 上 任意 点 .( 除 A、B 外 ) 经 
映射 将 趋向 于 用 "。 例 如 平面 上 一 平行 四 边 形 cb6cd， 经 映射 
后 成 a'b'c'qd’'， 在 不 稳定 流 形 上 拉 长 了 1.924 倍 且 到 了 A 的 
另 一 似 ， 在 稳定 流 形 方向 上 压 第 了 0.156 个， 在 A 的 同一 
侧 。 画 积 改 缩 到 原先 的 0. 3 倍 , 走向 相反 。 
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”图 7.23 埃 降 吸引 子 
不 稳定 ， 它 将 一 个 原来 形状 为 PQRS 的 四 边 形 拉 长 且 压缩 ， 
面积 缩小 0.3 倍 ; 2. 第 三 步 ; 因为 | 川 是 负 的 ， 将 图 形 左右 
翻身 ， 3.。 由 于 整体 上 面积 收缩 , 故 将 图 形 折 和 迭 成 曲 边 四 边 
形 ; 4 再 放 进 原 PQRS 内 。 


, 
Q 
(1) 
(7 号 下 
SS 
R 
ES 


经 过 若干 次 迭代 ， 点 
集 (x,，y,) 就 是 一 条 
《 挖 去 A 点 ) 无 限 长 的 不 
封闭 曲线 ， 无 限 多 次 盘旋 
弯曲 《不 自 相交 荐 〉 但 又 
能 被 图 于 一 个 面积 趋 于 零 
的 区 域内 , 无限 接近 于 
MM* ,这 就 叫 埃 隆 吸引 子 ， 
其 示意 图 如 图 7.23。 

这 种 闪 代 过 程 的 每 一 
次 迭代 可 以 看 成 是 有 如 下 
四 步 组 成 ( 见 图 7.24): 
1. 第 一 步 由 于 A 点 的 局 部 


， R Q 
a 内) (4) 
= 一 S/ 
及 
S P 


图 7.24 埃 隆 映射 的 分 解 
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这 种 仲 长 折 先 进行 若 于 资 以 后 就 形成 奇怪 吸引 子 ， 初 始 
在 M* 上 相近 的 两 点 ， 迭 代 一 次 两 点 闻 的 距离 大 致 放大 两 倍 
(特征 第 是 - 1.924)， 再 迭代 一 次 这 个 距离 又 放大 ， 由 于 六 
长 折 和 迭 ， 曲 线 迁 回 盘旋 ， 两 点 闻 沿 曲线 量 的 距离 十 分 长 〈 囊 
能 在 xy 平 面 上 实际 距离 很 近 )， 因 此 x 很 大 时 ， 点 (Xs， >") 
的 确切 位 填 就 不 清楚 了 ， 这 就 是 对 初始 条 件 的 敏感 性 。 

这 种 伸 长 折 送 使 A 点 的 不 稳定 流 形 MM“ 和 稳 定 流 形 4" 存 
无 穷 多 次 相交 ， 其 交点 就 是 第 三 章 提 到 过 的 同 宿 点 (homo- 
clinic poin)， 如 图 7.23 中 的 H 点 。 

这 种 伸 长 折 迭 的 结果 ， 使 点 附近 的 一 小 块 区 域 abcd 变 成 
一 个 马蹄 形 ， 见 图 7,25(c) ， 它 和 原 正 方形 的 相交 部 份 是 区 
7.25(c) 中 的 阴暗 部 分 ， 这 个 阴暗 部 分 实际 上 是 由 原来 矩形 
中 的 两 模 长 条 阴暗 部 份 来 的 ， 见 图 7.25 (a) (b)。 这 两 个 横 长 
条 可 以 看 成 是 原来 矩形 的 atcd 的 逆 变 换 ， 图 7.25(a) 和 7.25 
tc) 两 个 阴暗 部 份 就 交 出 四 个 小 方块 ， 见 图 7.25(d) ， 这 就 
是 说 经 过 了 一 次 马蹄 变换 。 


[ET 
u ce 4 a i 
二 本 和 1 办 
.IIIIIIIIIN 1 4 1 网 | | 
[| 1 1 时 
1 ! jy | [2 全 ， 
E L- 反 -后 -2 10001 
站 b 人 b . 
lc ba 
Ib 0 1 
1b，_ Ae) (ud) 
国 7.25 马路 变换 


若 在 图 7.25(a) 中 的 两 个 横 小 条 上 分 别 标 上 0.1 和 0.0， 
名 7.25(c) 中 的 两 个 紧 小 条 上 分 别 标 上 0 和 1， 则 图 7.24(d)7 
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中 的 四 个 小 方块 就 可 以 标记 成 1.0，1.1，9.0，0.1。 它 们 可 
以 看 成 是 原来 的 小 数 点 向 右 移 一 位 造成 的 。 这 和 一 维 映 射 中 
相似 ， 所 以 可 以 用 符号 动力 学 来 研究 浑 汪 。 

数学 上 已 经 证 明 有 了 马蹄 或 有 了 同 宿 点 就 有 浑 赴 ， 这 实 
际 上 就 是 $3 中 介绍 的 伸 长 和 折 选 的 结果 。 

与 劳 伦 兹 吸引 子 相 类 似 ， 埃 只 吸引 子 最 终 要 收缩 到 面积 
为 零 的 有 界 区 域 ， 因 而 它 的 维 数 要 小 于 2 ， 同 时 该 吸引 子 似 
平 是 由 长 度 拉 得 很 长 的 线段 组 成 ， 故 它 的 维 数 介 于 1 和 2 之 
间 。 

87 浑 沌 运动 的 特征 一 一 正 李 雅 普 
诺 夫 特征 指数 

前 面 我 们 介绍 了 浑 沌 的 发 生 模型 以 及 两 个 著名 的 吸 
子 ， 劳 伦 兹 吸引 子 和 埃 隆 吸引 了 于。 本 节 说 明 浑 沌 的 定 景 表 
征 。 

下 的 李 雅 普 洛 夫 特 征 函 数 是 浑 沌 的 主要 特征 。 拿 一 维 映 
射 

7 Narl =f(x,) (7.96) 
来 讲 ， 所 谓 敏 感 初 条 件 前 面 已 经 知道 是 初始 条 件 x。 稍 有 差 
别 5x。， 那 么 x 次 迭代 以 后 就 要 指数 分 离 ， 风 图 7.26。 从 图 
7.26 看 出 


oxo n 次 送 代 、， Bx 
x0" Xo+6x | r(x0) f" (xo+ 8x0) 


图 7.26 李 雅 普 诺 夫 持 征 指数 的 定义 
Ox, = |f" (x, + Ox0) —f"(xo)| 
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其 中 LE 就 称 为 李 雅 普 诺 夫 特 征 指数 。 折 《7.97〉 式 得 到 


LE= 1 ln = 了 | 他 se (7.98) 
nt 和 x 


所 以 LE 代表 相 邻 点 之 间距 离 的 平均 辐 散 率 。 因 为 
df (xo) _ df(x0o) , df(x1) , df(%2) 


dx ~ dx dx dx 
df (x,-1) 
Ee (7.99) 
其 中 
xX1=f(%0), .Xs=f (X11) =f (x0) 
故 


ZE= 1 aN Fx) = 1 nlf’ Cx) 
. | (75100) 
从 $3 讨论 可 知 ， 对 于 稳定 的 不 动 点 有 |-9| <1， 因 而 从 
(7,98) 式 和 〈7,100) 式 知 LE<0。 对 于 稳定 的 局 期 m 它 是 
映射 *=/"(*) 的 不 动 点 ， 因 而 也 有 上 EB<0。 对 于 周期 人 分 全 
的 分 贫 点 ， 它 有 | 3 | = 1， 故 Z 忆 =0。 只 有 浑 尖 时 ， 由 于 
敏感 初 条 件 有 LE> 0， 这 是 区 分 浑 沌 和 其 它 吸引 子 的 主要 


特征 。 
正 的 李 雅 普 诺 夫 特征 指数 也 就 是 信息 量 的 损失 。 例 如 我 


们 考虑 一 维 映射 ， 设 x 是 初 条 件 ， 它 以 相同 的 概率 P,= 二 


出 现在 将 C0，12n 等 分 的 小 区 间 内 。 则 测量 x, 的 信息 量 为 
1,= - 卫 P,log:P， 


1 1 
= -2 lg > 


=log,n (7.101) 

若 概 率 P 愈 小 〈 即 4 愈 大 )， 即 区 间 C0，1) 分 得 傅 细 ，xo 落 

在 哪个 区 间 就 知道 得 愈 少 ， 那 么 就 包含 有 较 多 的 信息 。 也 就 

是 说 测量 上 增加 了 分 辩 率 也 就 提高 了 信息 量 。 减 少 n 到 n = 1 

(PP,=1)， 那 么 x, 就 一 定 落 在 [0，1] 内 ， 这 是 一 个 确定 的 
结果 ， 因 而 信息 就 等 于 零 。 

那么 xe 经 过 映射 以 后 ， 信 息 又 如 何 变化 吧 ? 见 图 7.27。 


y 
1 
2 
n 
i 
a n 2 
图 7.27 信息 损失 7.28 上 帐 莲 映 射 的 信息 损失 : 


由 于 x 轴 上 的 小 间 将 Ax, 经 过 映射 后 变 成 y 轴 的 小 间隔 Ay， 
若 笛 率 愈 大 ， 则 Ay 愈 大 所 提供 的 信息 愈 少 。 例 如 图 7.28 的 ; 
帐篷 映射 


下 0 委 x。 委 0.5 


n+1 二 (7.102) 


2(1— xX,) 0.5<x,<1 


由 于 斜率 等 于 2 ， 因 而 概率 增加 一 倍 ， 导 致 分 辨 率 下 降 ， 信 
息 就 损失 ， 一 次 迭代 后 信息 变化 为 
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人 3 » 1 1 
AI=1,~J, = -2 log,, + 之 ， 应 logs 


i=l 


pe 
= -log:2= -1bit= -los， | 5 (7.1037 


822= 
即 信息 量 减少 1bit。 
将 表达 式 〈7.103) 推广 到 每 一 点 斜率 f(x*) 是 变化 的 
映 笛 情况 下 ， 许 多 次 迭代 的 平均 信息 损失 
BT = -1 Slog lf (x0) C7.104) 


将 《7?.100) 式 和 (7.104) 式 比较 得 出 LE 和 AT 的 关系 


为 i 
LE =1n2.IAT7!] (7。105》 


即 李 雅 普 诺 夫 特征 指数 正比 于 信息 量 的 损失 AZ 。 
例如 帐 茵 映射 7.102)， 有 
a | df* 
Ox,= dx | az。 


-( Eh | ) 
”dx | dx | dx | ,1 
xuo=2c.6xu 《7.106》 
据 《〈7.98) 式 有 
LE = lln2"=1n2 (7.107) 


这 和 用 A7 = -1 代 人 (7.105〉 式 的 结果 完全 一 样 。 
对 映射 (7.102) 式 , 若 取 x, = 0，2 和 1， 那 么 x.41 就 分 


别 是 0，1，0。 因 此 可 以 将 喘 射 看 成 是 由 两 步 组 成 能 ， 第 一 
步 是 将 间 格 C0，1) 均 句 伸 长 为 两 倍 ， 第 二 步 将 伸 长 的 间隔 再 
折 选 起 来 成 原 间隔 0.1， 如 图 7.29。 这 里 偶 长 的 特性 最 终 - 


169 


导致 相 邻 点 的 指数 分 离 ， 即 敏 
问 感 初 条 件 ， 这 里 折 迁 的 特性 保 


Ne 玉 、。 寺 列 有 罗 而 且 引 起 映射 不 


~, 伸 长 可 递 
; Rs 
| > 若 用 二 进 制 解释 信息 并 失 
二 = 一 一 人 就 更 清楚 了 。 若 x, 的 第 一 位 小 


拆 和 
图 7.29 屿 莲 喘 射 的 伸 长 折 达 
则 映射 (7.102) 算出 的 x,, ;是 *, 向 右 挪 一 位 小 数 的 结果 。 


1 
数 是 0 (表示 该 数 小 于 2)， 


若 %, 的 第 一 位 小 数 是 1 (就 表示 该 数 大 于)， 则 *。1， 就 是 


先 将 *, 小 数 中 的 0 换 成 1，1 换 成 0 ， 而 后 将 小 数 向 左 挪 一 
位 的 结果 。 例 如 x, =0.01011( 表 示 1/32), 则 x+ = 0.1011; 
若 x,=0。.1011( 表 示 11/16), 则 x,+: =0。.101。 因 此 每 达 代 一 


次 小 数 丧 失 一 位 。 
帐 莲 映 射 (7.102) 出 现 正 的 李 雅 普 诺 夫 特 征 指 数 是 浑 


沌 的 必然 结果 ， 事 实 上 浑 沌 发生 模型 (7.15〉 取 4#=4 时 就 为 


Ar1 = AX, (1 —X,) (7.108) 
若 作 变换 
xz=sin: 人 (2y ), 0<y<1 (7.109) 
将 (7.109) 式 代 人 〔7,108) 式 得 到 
7 
sin :人 (人 ya) = Sin’: [ 2(5».)] (7.110) 
因而 
Ds 0<y,<0.5 
Jati = 
“2(1—y.) 0.5<y,.<1.0 (7.111) 


人 《7.111) 式 就 是 帐 连 映射 。 
对 二 维 映射 
sri fr(Xi »,) 
Yuri= fa(%s, yn) (7.112) 
其 浑 沌 也 可 以 用 李 雅 普 诺 夫 特 征 挫 数 来 表征 。 若 初始 值 x。 
和 yo 的 偏差 为 65x。 和 5y。， 则 


6 A WN Dn 


Gy， G OF 
6x 
=7 1 人 ) (7.113) 
yn 
其 中 Js Va JJ 分 别 是 〈7,112) 的 雅 可 比 矩 阵 
of 
ys 0 | 
\ 9f, of, 1 (7.114) 
Gxn 9yn 


在 点 (xi yw 0)，(xa，y。a)……(xoyo) 处 取 值 的 矩 


: 阵 。 因 此 若 矩 阵 
T= 2 0 (7.115) 


的 特征 值 为 4, 和 4,，， 则 和 “7.98) 式 类 似 有 
ZE = lInlhl, LE,= ln IAs (7.116) 


LE, 和 LE, 就 是 二 维 映射 “7.114) 的 二 个 李 雅 普 诺 夫 特 征 
指数 。 因 为 雅 可 比 矩 阵 随 点 变化 ， 所 以 求 / 的 特征 值 是 比较 
困难 的 ， 若 令 
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Ee es Re (7.i177 


yi 
为 矩 沪 fo，J ioe7 1 的 特征 向 量 ， 则 有 
‘Axell 由 Axe ,lAxoill lA ll 
1Axo 有 Azeri Axell YY Axo 
EY Ho Lo (7.118) 


其 中 符号 是 1 代表 向 景 的 模 ， 而 4+-1，2'-2*…to 分 别 是 雅 可 
比 和 矩阵 1,-1，J,-。，…7 的 特征 值 ， 故 由 《7.98) 式 得 


LE= lin( I Axl /IAxol) 
1 
= 7 n(n ha hs) 


革 宇 tn (7.1197 


对 于 埃 隆 映 射 (7.90)》 或 《7.91)， 因 为 《7.92〉 式 说 明 所 

有 J 的 两 个 特征 值 的 乘积 等 于 -6 而 6 小 于 1)， 故 人 的 两 个 

值 中 一 个 IJ >1， 另 一 个 II <1。 因 而 由 (7.119) 式 有 

LE!>0, LE,<0 (7.120) 

前 者 相应 于 所 有 I4| > 1 的 情况 ， 后 者 相应 于 所 有 | <1 

情况 。 工 已 ; >0 正 反应 埃 隆 映射 敏感 初 条 件 的 浑 沌 性 质 。 的 
前 面 讨论 的 是 映射 ， 现 在 讨论 n 维 流 的 动力 系统 


x = f(x 2 xn) 了 = 1，2，。o 
(7.121) 
2 ，。 它 的 解 在 相 空 间 形成 
7 , 一 轨道 x(t)， 若 初始 
X(t, 值 x (0) 有 一 偏 差 : 
x10) W (0)， 则 由 z(0) + 
图 7.30 轨道 的 指数 分 离 了 (0) 出 发 就 形成 另 ; 


172 


一 轨道 ， 见 图 7.3。 我 们 就 是 要 研究 W (办 是 如 何 随时 间 演 
变 的 ，W () 叫 切 空间 的 向 量 ， 它 应 满足 方程 
Wi=JW,, i=]1, 2, "oil {7.122) 
其 中 7 是 系统 (7.121) 的 雅 可 比 和 矩阵， 
车 初始 时 刻 风 (0) 的 长 度 为 目 W (0) 日 ,t 时 刻 以 后 W (17 
的 长 度 为 W(t) ， 则 设 


JWO =e Wo (7.123) 
we 
则 LE= , ly woe) (7.124) 


就 是 x 维 流 的 李 雅 普 诺 夫 特征 指数 ， 它 代表 相 邻 轨道 在 相 空 
间 的 平均 指数 辐 散 率 。 若 W ( 的 空间 〈 叫 切 空间 ) 是 " 维 
狗 ，WW 在 每 个 基底 上 有 分 量 ， 对 每 一 个 分 量 均 可 按 (7。124) 
式 求 出 -~ 个 KE， 因此 共有 n 个 上 EE， 它们 按 大 小 次 序 排 列 有 
LE >LE,> >LE, 

这 wx 个 数 称 为 李 雅 普 诺 夫 特 征 指数 的 谱 。 显 然 若 ] 是 常 数 矩 
阵 ， 则 LE 就 是 /的 特征 值 ^ 的 实 部 Re { 和 } 。 

上 面 讨论 了 轨道 间 “ 长 度 ” 的 辐 散 率 ， 对 于 “面积 ”的 
护 散 率 是 什么 呢 ， 由 


Ei. 
{ Wi(D =e0 "ty, (0) 
1 > (7.125) 
| jp, = "gy, (0) | 
将 《7。125) 两 式 相 乘 就 得 到 面积 4(1) = 玉 VV ,的 演变 为 
LE1+LE;,) 
Hy ae a gy (7.126) 
1, A(t) We 
故 LE,+LE,= | In j(0) (7.127) 


就 代表 平均 “面积 ” 辐 散 率 。 类 做 ， 相 邻 妆 道 “ 体 积 ” 辐 散 
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LE,+LE,+LE,-! np (7.128)， 
一 般 n 维 体积 的 辐 获 率 
LEI+LE,+.+LE.= 1 np (7.129) 
据 (7.66) 式 ，n 维 体积 变化 率 为 
lo 3 of ST.70) (7.130) 


广 dt i Ox 


其 中 7T, 是 雅 可 比 和 矩阵 的 迹 。 将 (7.130〉 式 两 边 对 t 积 分 得 


ln ps0 = 人 TT (dt (7.131) 

(7.129) 式 和 (7.131) 式 比较 得 到 
三 LE,=! | TI) dt (7.132) 

若 修 可 比 矩 阵 是 常数 矩阵 ， 则 

ELE'=7,7= pa A (7.133) 
(7.133) 式 说 明 所 有 李 雅 普 诺 夫 特 征 洗 数 之 和 是 相 空 间 向 量 
场 wCxi，2，wees) 的 散 度 。 例 如 对 劳 伦 兹 方程 7.65) 有 
LEI+LE,+LEs= - (0+1+6)<0 (7.134) 


前 面 已 经 提 到 劳 伦 兹 吸引 子 有 局 部 不 稳定 的 伸 长 性 质 ， 这 就 
意味 着 LE ,0。 

由 于 浑 沌 有 正 的 李 雅 普 诺 夫 特 征 指数 ， 所 以 它 是 区 分 不 
同 吸 引子 的 重要 标志 。 例 如 第 三 章 中 图 3.7(a) 和 图 3.7(b) 的 
定常 吸引 子 ， 它 们 的 李 雅 善 诺 夫 待 征 指数 谱 为 (-，- ,- )， 
这 三 个 负 号 表示 在 每 个 方向 上 都 是 收缩 的。 对 图 3.8 的 极限 
环 周 期 吸引 子 ， 它 的 李 雅 普 诺 夫 特 征 指 数 谱 是 (0, ~- ，- )， 
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其 中 ZE! = 0 表示 沿 极限 环 方向 长 度 不 辐 散 也 不 收 化 ，LE。 
0，LE, <0 表示 横 截 极限 环 的 两 个 方向 轨迹 应 收敛 到 极 
限 环 。 对 图 3 .9 的 二 维 环 画 上 的 周期 运动 ， 李 雅 普 诺 夫 特 征 
指数 谱 是 (0，0，- )， 其 中 LE, = 0，LE, = 0 分 别 表 示 沿 
环 面 上 两 个 方向 p: 和 9: 的 运动 ， 而 世 已 * <0 表 示 环 面 外 两 边 
的 轨迹 都 收敛 到 环 面 上 。 对 图 3.12 的 奇怪 吸引 子 ， 它 的 李 雅 
普 诺 夫 特 征 指 数 谱 为 《+ ，0 ，-)， 其 中 工 已 :>>0 表 示人 敏 
感 初 条 件 的 伸 长 此 质 ， 工 已 , = 0 表示 沿 流 的 方向 不 辐 散 ,LE。 
之 0 表示 吸引 的 折 迭 性 。 上 明显 看 出 ,四 种 吸引 子 中 只 有 奇怪 吸 . 
引子 的 ZE 为 正 ， 这 是 浑 沌 的 独 有 特征 。 见 图 7。 31。 
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图 7.31 四 种 吸引 子 的 李 雅 普 诺 夫 特 征 指数 谱 
(LE =0 表 示 沿 速度 方向 》 


175. 


第 八 章 我 们 会 看 到 分 数 维 只 是 说 明 在 充分 长 的 时 间 后 一 
-个 吸引 子 在 某 个 时 刻 己 的 信息 。 而 再 经 过 一 段 时 间 到 达 t;， 
在 大 -入 时 刻 内 信息 的 变化 或 信息 流 率 ， 册 是 中 和 李 雅 普 谱 
9 哥 永 莫 蕊 洛 夫 (Kolmogorov) 焙 (或 
测度 米 ) 太 来 描述 。 大 通常 定义 为 所 有 下 的 李 叭 普 诺 夫 特征 
指数 的 和 ， 即 


K=2ZLE, (LE>0) (7.135) 
对 于 可 预测 的 系统 ， 长 时 间 以 后 信息 不 增加 也 不 减少 ， 
' 俩 而 = 0。 对 于 完全 随机 的 布朗 运动 ， 即 使 完全 知 道 某 个 
. 朋 时 的 状态 ， 我 们 也 不 能 预测 下 一 时 刻 状 态 , 信 息 话 天 一 co。 
而 只 有 对 浑 沌 来 说 ， 信 息 流 久 取 某 一 确定 的 正 值 。 
$8 邦 加 莱 截 面 
从 第 三 章 的 动力 系统 形态 中 就 可 以 看 出 ， 对 复杂 形态 我 
们 研究 其 轨道 是 非常 困难 的 。 这 时 就 要 用 邦 加 莱 截 面 方法 来 
研究 
这 种 方法 将 动力 系统 的 轨迹 化 成 轨迹 与 一 个 模 截 面 〈 邦 
加 莱 截 面 的 交点 来 研究 。 图 7.32 是 该 方法 的 示意 图 。 图 
中 三 维 空间 的 轨 线 以 一 定 演 化 的 方向 (><0) 与 z= 常数 


的 横 截 面 S 依 次 相交 于 Po， 已 : ， 己 :…… 各 点 ， 而 形成 一 个 
. 邦 加 莱 上 映射 
Pern = 了 (Pux) =T (T(Pxr-1)) = 了 2(Pk-i) = 
(7.136) 


-这 祥 就 将 一 个 连续 的 时 大 演化 转变 为 一 个 离散 的 映射 ， 这 给 
-研究 带 来 很 大 的 方便 。 而 且 了 映射 〈7.136) 保持 原 连 续 动 力 系 
: 统 的 拓扑 性 质 。 例 如 , 若 原 来 动力 系统 是 耗 获 的 , 则 相 空 间 体 
: 积 是 收缩 的 ， 那 么 映射 7 在 邦 加 加 莱 蕉 面 S 上 同样 要 收缩 面积 。 
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图 7。32 邦 加 莱 截 面 的 说 明 


若 原 来 动力 系统 是 守重 的 荧 哈密 顿 系统 ， 则 映射 7 要 面积 守 
恒 。 下 面 我 们 将 看 到 ， 耗 散 系统 的 四 种 吸 引子 也 会 在 邦 加 
莱 截 面 上 反映 其 相应 的 结构 。 郑 加 莱 截 面 方法 的 优点 是 明 
显 的 ， 它 将 相 空间 的 维 数 〈 或 坐标 ) 减少 一 个 ， 同 时 映射 7 
是 差分 方程 ， 它 是 易 解 决 的 。 而 且 它 将 必要 的 资料 量 大 大 减 
少 (因为 轨道 上 的 几乎 所 有 点 都 忽略 了 ) 。 

对 于 周期 吸引 子 ， 其 邦 加 菜 截 面 就 化 为 一 个 单一 的 点 
P。。 车 是 在 环 面 上 的 周期 运动 ， 则 邦 加 莱 鹤 面 上 为 相 应 的 
几 个 点 。 这 些 点 是 映射 的 不 动 点 ( 见 图 7.33〉。 


P,=T CP.) =T? (Pe) =o" {7.137) 
而 且 周 期 解 的 稳定 性 就 可 以 通过 第 四 章 介绍 的 夫 洛 开 单 位 圆 


来 研究 。 
对 于 拟 周 期 运动 ， 例 如 在 二 维 环 面 上 的 运动 ， 它 由 两 个 
颁 率 f 和/; 选 加 而 成 ， 其 中 f 1 是 沿 柱 轴 的 旋转 ，f :是 围绕 
柱 轴 的 旋转 ， 见 图 7.34。 
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图 7.33 极限 环 的 邦 图 7.34 二 维 环 面 和 它 
加 莱 截 面 的 邦 加 莱 截 面 


从 图 上 看 出 ， 轨 迹 与 模 截 柱 轴 的 邦 加 莱 截 面 S 相 交 形成 一 个 
闭合 曲线 C。 该 曲线 C 或 是 简单 的 无 自 相交 的 点 ， 如 贺 、 椭 圆 
等 ， 或 者 类 似 数字 8 的 形状 或 圆 深 线 ， 见 图 7 ,35。 


图 7.35 拟 周期 运动 的 邦 加 莱 截 面 的 形 . 
当 斤 /fz 是 无 理 数 时 ,该 曲线 C 是 连续 的 。 若 f1/f 4 为 有 理 数 


ny 
n 


时 ， 则 邦 加 莱 截 面 是 沿 着 C 的 有 限 点 集 。 特 别 车 f 1/fs = 
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Cm 和 ns 为 两 个 整数 时 ) ， 这 时 形成 频 率 锁 相 ， 正 象 图 3.9 
和 图 3.10 说 明 的 那样 ， 这 实际 上 是 周期 吸引 子 ， 其 周期 为 
T= 11 = /7， 邦 加 瑟 鹤 面 上 仅 有 4 个 离散 的 点 。 


对 于 非 膨 期 的 浑 沌 吸引 子 ， 其 邦 加 莱 截 面 是 沿 一 条 线段 
或 一 曲线 帮 的 分 布点 集 。 图 7.36 是 浑 省 吸 引子 的 邦 加 莱 截 面 


图 象 。 


Se mw ca 


图 7.36 浑 沪 吸 引子 的 邦 加 彝 堆 面 
89 ”显示 浑 沌 的 其 它 动 力 系 统 
在 $6 节 我 们 介绍 了 两 个 典型 的 显示 浑 渍 的 动力 系统 一 一 
179 


劳 伦 兹 吸引 子 和 浑 沌 吸引 子 ， 除 此 之 外 在 许多 自然 科学 领域 
也 相应 建立 了 各 自 的 浑 沌 模型 。 下 面 列 出 几 个 以 供 参 考 。 
1。 地 球 磋 场 逆转 的 问题 
在 整个 地 质 年 代 有 不 规则 的 变化 以 及 地 球 磁场 的 逆转 ， 
这 个 问题 可 以 用 圆 盘 发 电机 理论 去 模拟 。 将 适当 的 磁 流体 力 
学 偏 微 分 方程 加 以 截 谱 导 得 的 方程 为 


X =G (y—-x) (7.138) 
(yy =x —y 


. 2 =b-xy-cz 


式 中 x，y 和 地 极 位 势 及 圆 环 磁场 分 量 有 关 ，= 和 角 动 量 矩 有 


ac (atc+3) 


关 ， a，6，c 是 正 参数 ， 且 b> 0 一 。 


方程 组 7.138) 和 劳 伦 兹 方 程 很 类 似 。 图 7.37 是 参数 
值 =14.625，6 =1.0，c = 5.0 时 奇怪 吸引 子 在 xy 平面 ，yz 


图 7.37 (7.138) 式 的 奇怪 吸引 子 在 
xy，yz，%2z 平 面 上 投影 
《所 有 轴 都 是 从 一 12 到 12》 


2,. 罗 塞 尔 (Ro6ssler) 吸引 子 
这 也 是 三 个 变量 的 常 微分 方程 动力 系统 
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xy+z) 

y=x+a (7.139) 

2=b+z (x-c) 
《7。,139) 式 中 仅 有 一 个 非 线 性 项 ， 参 数 a =5=0.2，c 为 分 
盆 参 数 。 当 c= 5,7 时 显示 出 浑 汪 ， 和 劳 伦 兹 吸引 子 不 同 ， 它 
只 于 终 一 个 圆 旋转 ， 在 外 面 螺旋 两 次 后 ， 又 沿 负 z 方向 折 回 
到 内 癌 。 图 7,38 是 罗 案 尔 吸 引子 的 典型 构造 。 参 数值 c 从 2 


图 7.38 罗 塞 尔 吸 引子 。(a) 在 xy 平面 投影 上 《b) 
在 三 维 空间 中 的 吸引 子 (x 和 y 轴 从 -14 到 14, z 轴 从 0 
到 28) 


到 4.2 变 化 时 ， 从 周 期 1 经 过 一 系列 周期 倍 分 岔 ， 在 其 累 
积 点 ( 刚 大 于 c = 4.20) 处 浑 瑟 出 现 。 图 7.39 最 示 其 们 分 贫 
过 程 进入 浑 沌 。 < 
3。 化 学 动力 学 条 统 
包含 至 多 二 阶 化 学 反应 的 化 学 动力 学 系统 可 以 表示 为 


X=x (a—- Rx-z2—y) +h,y:+as 
y =》 (x- ky-as) ta (7.140》 


2=2 (as—X%—-hks2) +as 
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Xd) 


图 7.39 ”通过 周期 倍 分 盆 产 生 罗 塞 尔 吸 引子 , 均 是 
在 xy 平面 上 投影 
a)c=2.4, (b)c=3.5, (ec)c=4.0, (d)c=4.23, (e)e=0.3, (f)c=5.0 


其 中 x,y?，z 是 化 学 成 份 浓度 ， 
qa! 是 保持 常数 的 反应 物 浓 度 
(开放 系统 ) ，& 十 速 率 常 
数 ，a,， 有 ,都 是 正 数 。 图 7.40 
是 参数 值 取 ,=0,25, k= 
0.001, ks = 0.5, a: =30， 


Qs =as =0.01, os =16。5,as 


图 7.40 《7.140) 式 = 10 时 显示 出 的 滩 沪 。 
的 奇怪 吸引 子 《x 和 多 轴 从 0 到 4. 超 浑 沌 条 统 
dt ht 前 面 三 个 例子 痢 是 三 维 


的 ， 因 此 显示 出 的 浑 沌 具有 一 个 正 李 站 普 诺 夫 特征 指数 。 现 
在 是 一 个 四 维系 统 ， 它 显示 出 的 浑 沌 有 两 个 正 的 李 雅 普 诺 夫 
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特征 指数 ， 所 以 称 为 超 浑 十 〈hyperchaos)。 其 方程 为 


X = 一 yy=-= 
少 = 和 二 025y + (7.141) 
2=3 +x2 

w= -0.52+0.05w 


图 7.41 为 该 浑 沌 吸引 子 在 xyz2，xyw，=yw 和 zx 多 空间 中 的 
表现 。 


图 7.41 《7.141) 式 的 奇怪 豚 引 子 在 三 维 
空间 中 的 表现 
(x 轴 从 -110 到 40，7 了 轴 从 -60 到 60，z 轴 从 0 到 280，w 办 从 0 到 170) 


5。 强 连 的 非 线性 振荡 
(a) 强 这 的 杜 芬 方程 为 


x+axw+xs=bcost (7.142) 
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式 中 a 和 6 都 是 正 的 ， 且 ao<1，b5<25。 令 x =y， 则 方程 
(7.142) 化 为 
xx =y 
| y = 一 ay 一 xs+bcosf 
系统 (7.142) 和 (7.143) 有 丰富 的 周期 解 ， 见 图 7.42。 


而 且 〈a,，6) 值 相同 对， 仅仅 初 条 件 不 同 可 能 有 不 同 的 周期 
解 ， 见 图 7.42 (e) 和 (〈f) 。 图 7.42 是 在 较 长 时 间 ( 达 200) 


积分 之 后 ， 去 除了 所 有 上 暂 瞬 过 程 而 绘制 在 xy 平面 上 的 。 


(7.143) 


© 


图 7.42 系统 (7。143) 的 周期 解 
a) a=0.3, b=2.0 (b) a=0.2, b=5.0 (c) a=0.2 
b=16.5 (d) a=0.2, b=23.5 (e) 和 (f) a=0.10, 
b= 3.5， 但 初 条 件 不 同 


当 a 值 固定 后 ，6 值 不 断 增 加 可 以 看 到 从 周期 到 浑 沌 以 及 - 
周期 解 之 间 变 化 ， 见 图 7.43。 
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图 7.43 系统 (7.143) 的 浑 汪 和 周期 解 ， 初 条 件 
xo= (0.3 7o= 0*5; a= 0.3， b 为 : (a)30.75，(b) 
31.0, (e03120, (4d) =32, (€)33, (f)34.0 
0b) 强迫 负 阻尼 拔尖 
其 形式 为 
[x =y 
\y ea (1—-%2) y—xs+bcos.(ft) 
该 系统 当 b 和 j 取 不 同 值 时 可 以 有 周 期 解 、 拟 周期 解 和 浑 学 
解 ， 见 图 7 .14。 
(c) 强 迫 布 鲁 塞 尔 振 子 (Brusselator) 
它 反映 自 催化 非 平衡 化 学 反应 。 方程 为 


x=A+xy-Bx-x+acos(ft) 


(7.144» 


。 (7.145) 
y Bx-x’y 


当 a = 0.05 时 ， 不 断 地 增加 疡 豆 以 看 到 局 期 倍 分 贫 到 浑 汪 . 
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图 7.44 系统 (7.144) 的 吸引 子 
(a) b=0, f=1.617 周期 吸引 子 
(b) b=1.0, f=4.0 拟 周期 吸引 子 
(ce) b=17，f=4。0 浑 沌 吸引 子 


图 7.45 强迫 布鲁塞尔 振子 系统 
《7.145) 中 的 周期 倍 分 岔 到 浑 沌 
A=0.4，B=1.2，a=0.05。f 值 为 
(a)0.6，(b)0.8，(c)0.83，(d)0.84，(e)0.95 


的 过 程 ， 见 图 7 .45。 
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(d) 糖 酵 解 振 范 
它 走 一 个 复杂 的 生化 过 和 
X=—xy:+f(t) 


. (7.146) 
了 =x 一》 
其 中 强迫 项 f (1) =a+ bcos (ox)。 当 取 a =0.9899， b=0,42 
有 村，w% 改 变 后 可 以 毛 到 周期 解 、 拟 周期 识 初 浑 汪 解 。 见 图 
7.46。 


图 7.46 系统 (7.146) 的 吸引 子 ，@o 值 为 ， 
(a)w =4。5 拟 半 期 吸引 子 
(b)o =3.5 拟 周 期 吸引 子 


各 2 生生 全 
(e)o=1.75 浑 沌 吸引 子 


6。. 生 坊 学 的 伏 尔 素 拉 (vorterra) 模型 
过 去 生态 学 中 的 伏 尔 泰 拉 模 型 是 描述 捕食 者 和 被 捕食 者 
两 者 的 相互 作用 ， 导 得 极限 环形 态 。 若 考虑 三 种 群体 的 相互 
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作用 ， 则 伏 尔 泰 拉 模 型 为 
(xx=x[0.5(1-x)+0.5(1-y)+0.1(1-=)J 
yy =y[0.5(1-s)-0.1(1-y) +0.1(1— 2)) 


2 =2CU(-x) +0.1(1—»)+0.1(1—2)) 
y (7.147) 
刚 控 租 参 数 A = 1.43 时 就 会 出 现 浑 沌 。 
7。, 流 体 演 流 的 失 伦 谢 希 里 (Franceshini) 模 型 
将 沪 体 力学 的 纳 维 -斯 托 克 司 方程 截断 成 五 维 模型 
‘x 1= — 2X1+4X%s + 4%,%s 


. 
!X 2= — 9Xs + 3X%s 


| 


。 (7.148» 
Xs3=—5Xs—7x1%,+Re 


。 
X44= — FX,— XXs 


相 
YXs=- 一 X%g 一 3XIX4 .- 


其 中 Re 是 控制 参数 雷诺 数 ， 当 Re = 29 时 就 会 出 现 浑 沌 。 


$10 解释 满 流 的 困难 


灌流 是 一 种 复杂 现象 ， 它 是 如 何 发 生 的 ， 至 今 仍 不 完全 ; 
清楚 。 但 是 ， 浑 沌 现象 的 发 现 ， 对 揭示 满 流 有 很 大 的 启发 。 

过 去 主要 用 线性 稳定 度 的 慨 念 来 说 明 浇 流 发 生 的 不 因 。 
从 平面 泊 索 时 (Poiseuille》 流 为 例 。 两 无 限 长 平板 分 别 位 - 
于 》1 和 y: 处 ， 其 顾 的 流动 可 以 用 二 维 不 可 压缩 涡 度 方程 


9V 2 ,Oy 9VW 32 OvVy 
ot Oy Ox ~ Ox dy 


=rV'y (7.149» 
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来 接 述 ， 式 中 是 流 函 数 ，u = 澡 ，。 = ~ 3 分 别 为 速 


度 在 s 和 ?方向 的 分 是 。 旋 度 V x 的 吉 直 分 量 为 并 


=V2%。 将 方程 (7.149) 线性 化 ， 令 
P=) +h (x, y, 1) (7.150) 


一 9 
设 W(y) = 型 是 Reco 时 ( 即 无 粘性 ) 的 解 ， 且 在 区 间 
(yi，ya) 上 是 抛物 线 。 将 《7.150〉 式 代 人 《7.149) 式 便 


得 到 线性 方程 
TY wh’ C—Ov’ 
人 
《7.151) 
为 了 讨论 稳定 性 ， 令 〈7.151) 式 的 解 为 
p= By)e (7.152) 
其 中 k 是 波 数 ，c = c, +ici 是 相 速 宕 。 将 (7.152 ) 式 代 入 
《7.151〉》 式 便 得 到 著名 的 奥 尔 - 沙 英 弗 尔 (Orr-Sommerf - 
eld) 方程 (简称 0 -S 方 程 ) 
(Uo (DP -hiB)- WD -i (B(4) 


-2k*®D’” + kD) (7.153) 


它 满足 边 条 件 
By1) Dy) = PB (yy) = (y,)=0 
(7.154) 
对 于 大 Re 数 ， 则 0 -5 方程 变 成 瑞 利 方程 
ER oo-=o 
人 (7.155) 


[Bl(y) =B(ys) =0 
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由 方程 (7.1 35) 和 : 
(7.154) 的 特征 值 
问题 可 以 定 出 波 数 
k， 相 速 c(， 控 市 参数 
Re 之 癌 的 一 个 关 系 : 
Fl(k,c,Re)= 0 


; (7.156) 
Re-5800 ~ Re 对 平面 泊 索 叶 流 ， 其 
图 7.47 ci= 0 的 曲线 关系 大 致 如 图 7,47。 


图 中 曲线 为 c, = 0 ， 其 内 部 为 ct>> 0 ， 此 时 按 〈7.152》 式 拢 - 
动 是 不 稳定 的 。 从 图 上 看 出 ， 这 种 不 稳定 的 临界 雷诺 数 
(Re).= 5800， 即 当 Re>> (Re)。 后 ， 流 动 受 扰动 后 是 不 稳 党 - 
的 。 

.， 这 里 且 不 说 扰动 不 稳定 并 不 见得 是 淇 流 。 即 使 如 此 ， 线 : 
性 理论 得 到 的 临界 (Re).= 5800 是 太 高 了 ,实验 上 得 出 (Re) 。 
约 为 1000 一 2500。 对 平面 库 埃 特 流 〈 一 平板 不 动 ， 一 平面 : 
以 一 定 速度 移动 ) 和 圆 管 哈 根 (Hagena) - 泊 索 时 流 ,用 线 些 : 
稳定 性 理论 还 找 不 到 汕 流 发 生 的 条 件 ， 而 实验 上 却 证 实 这 两 ; 
种 流 都 可 以 发 生 油 流 ， 且 临界 圭 诺 数 约 为 1000 左 右 。 这 说 明 : 
线性 稳定 度 理论 只 能 说 明 失 稳 现 象 ， 而 不 能 说 明 扰动 的 稳定 - 
性 和 振幅 有 关 ， 更 大 能 说 明 扰动 失 稳 后 变 成 什么 形态 。 ， 

1944 年 苏联 科学 家 闸 道 〈Landau) 和 任 他 对 物理 问题 的 丰 : 

富 直 觉 及 深入 洞察 力 ， 在 线 半 理论 基础 上 大 胆 提 出 满 流 发 生 

的 非 线 性 猜想 。 他 认为 当 雷 诺 数 Re 接近 临界 值 (Re) .时 ， 按 
线性 理论 扰动 的 振 紧 14| 以 指数 c*! 增 长 ， 其 中 的 实 部 为 

Re(A) =0=k(R-R.)+O(R-R): (7.157) 

当 0 RR-R.<<1 时 ,这 种 不 稳定 的 模 增长 很 赐 ， 而 其 它 模 


190 


都 误 减 ， 也 就 是 说 最 不 稳定 的 模 占 优势 。 但 是 由 于 非 线性 的 
相互 作用 ， 使 扰动 的 指数 增长 受到 换 制 ， 因 此 在 线性 的 基础 
上 应 考 起 高 阶 项 的 修正 ， 他 得 到 最 不 稳定 的 模 振 幅 |4| 满足 


ll = : [41s (7.158) 
或 3 “2oLd:-00d1 (7.159) 
其 中 1 则 朗 道 常数 。 将 方程 (7.159) 际 以 14| :得 到 

< 同一 +ac 141 -=1 (7.160) 


它 是 |4| 一 的 线性 方程 ， 显 式 解 为 


1 
|4(- := 2 +(4 :一 20 jr 


其 中 4 是 14| 的 初始 值 。 上 式 可 改写 为 
> i 


141 := 


os 关 0 《7.1617 


因此 问题 的 性 质 完 全 取决 于 朗 道 常数 /的 符号 。 


1。/ 全 0 
当 R<R。 (由 oc 过 0) ，t->co 时 ，|4| 一 0; 当 R> 


Re (Bo>0), toe 时，|A) -> VV Ee 


这 种 情况 就 是 第 四 章 介绍 的 超 临 界 分 贫 ， 见 图 7.48。 
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-此 时 丸 >> 尺 .出 现 的 新 的 革 态 27- 是 稳定 的 县 流 ， 是 通 向 注 
流 的 中 间 过 渡 状 态 。 若 Im(X) = 0 时 ， 状 态 代表 定常 状态 ， 
若 Im(%) = os 0 时 ， 代 表 周期 状态 。 象 泰 勤 涡 旋 贝 纳 对 流 
中 ， 过 渡 到 湛 流 就 有 中 间 层 流 状态 。 

2./<0 

20 

当 尺 <R. ( 即 rvc< 0) 时 , 若 14| <4r= /3 时 ， 方 

程 (7.158) 右边 两 项 符号 相反 ， 且 使 右边 为 负 ， 故 当 t ~ 


cc 时 ,| 和 一 0 。 而 当 |14| Ey NET 时 ， 此 时 (7.158) 


.42 
式 右边 为 正 ， 只 要 1->” 一 5 六 二 了 各 了 -那么 MI 一 oo 


(其 中 4o>.4z 是 初始 振幅 )。 当 只 > 尺 。( 即 co< 0 )》 时 ， 方 
程 〈7.158》 右边 两 项 全 是 正 的 ， 即 j4| 超 指数 增长 ， 14| 一 
Co。 四 
这 里 分 析 表 明 ， 对 !< 0 情况 下 ， 当 原 有 形态 在 RR 之 R， 
时 失 稳 后 ， 在 尺 <R. 处 只 有 当初 始 振幅 4.>47 时 才 出 现 失 
坦 现 象 〈 才 可 能 出 现 新 的 状态 》 。 这 种 情况 就 是 第 四 章 介绍 
的 亚 临界 分 多 ， 见 图 7.49。 


图 7.49 1 过 0 时 的 分 倪 
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亚 临界 分 贫 只 有 在 有 限 振幅 是 不 稳定 的 ， 而 对 小 振幅 扰动 是 
稳定 的 。 岁 7.49 中 坐标 轴 上 方 的 一 段 黑 线 代表 有 滞后 的 亚 临 
界 分 从 ， 参 看 图 4.20。 亚 临界 分 岔 常常 不 经 过 中 间 阶 段 ， 
及 ,二 Atr 失 稳 后 直接 进入 油 流 。 

总 之 ， 朗 道 首次 用 非 线性 分 贫 对 满 流 进行 解释 ， 这 是 值 
得 称赞 的 。 但 是 朗 道 还 认为 不 断 分 岔 的 结果 是 由 * 个 频率 
1!，@2e00ooe@: 组 成 的 运动 产生 的 ， 这 就 是 党 流 ， 这 个 结论 
是 错误 的 。 现 在 满 流 虽 无 确切 定义 ,但 从 物理 上 考虑 一 般 认 
为 有 三 大 特征 ， 

1, 湛 流 具有 敏感 初 条 件 ; 

2。. 湛 流 的 功率 谱 是 连续 谱 ， 而 不 是 线 状 的 离 族 谱 ， 

3。 沸 流 是 相 混 的 (mixing) ， 即 相关 系数 RR(7) 
uD 

12 

若 按 汕 流 这 三 个 特征 看 ， 良 道 的 最 终 * 个 频率 组 成 的 状 
态 并 不 是 浇 流 状态 。 因 为 车 初 条 件 变化 一 点 ,频率 变化 为 
Dt tA Oat ta oit+ on 也 只 变化 一 点 ， 不 满足 第 一 
条 。 几 个 频率 的 谱 是 线 谱 不 浅 足 第 二 条 ,由 于 是 线 谱 , 尽 (r) 也 
不 趋 于 零 。 


-一 当 r* 一 co 时 趋 于 零 ， 其 中 v 是 消 流 是 。 


311 满 流 的 间歇 性 及 通 向 江 流 的 道路 

湾流 的 发 生 可 能 是 比较 复杂 的 问题 ， 但 是 浑 沌 理论 以 及 
很 多 实验 都 证 实 ， 到 达 演 流 状态 以 前 可 能 要 经 过 许多 中 间 阶 
旭 。 这 反应 了 演 流 的 时 空 结构 ， 近 代 的 剃 流 观 济 和 实验 说 
明 ， 满 流 常 伴 有 空间 上 和 层 流 相间 ， 时 间 上 常 华 有 断断续续 
的 间歇 现象。 为 了 清楚 起 抑 ， 我 们 再 回 到 一 维和 迭代 模型 . 
(7.15) 式 。 在 第 四 节 中 已 说 明 ， 参 数位 4= 1+ v 8. 沁 


193 


3.828 处 存在 周期 3 的 窗口 ， 即 
x%='3 = (f(f(x)) (7.1627 


是 周期 3 的 不 动 点 。 图 7.50 绘 出 了 4 稍 小 于 和 稍 大 于 工 + 
v8 时 映射 ‘的 图 象 。 当 4 稍 小 于 1+ V8 时 (图 中 实 线 ) 


图 7.50 和 迭代 映射 (7.15) 的 六 ss， 图 象 

实 线 Ac<iI+w8 

虚线 Ap>1I+w8 . 
y=f'， 和 y=* 仅 有 两 个 交点 O 和 A, 它 们 即 为 <=f(*) 的 不 
动 点 。 当 4 稍 大 于 1+w 8 时 (图 中 虚线 ) ，y=f ?和 y= 
x 有 八 个 交点 ， 除 去 原 有 的 两 个 不 动 点 0 和 A 以 外 ,还 有 两 个 
周期 3。 其 中 一 个 是 稳 定 的 ， 如 图 上 的 1，3，6 三 个 点 ， 
它们 均 有 |f 9 (x)| 之 1。 另 一 个 是 不 稳定 的 ,如 图 上 的 2, 4, 5 
三 个 点 ， 它 们 均 有 jf'， (x)| 之 1。 刚 刚 在 4=1+v 8 时 ， 
不 稳定 的 周期 3 (鞍点 ) 和 稳定 的 周期 3 〈 结 点 ) 从 倒 分 盆 
上 看 合并 磺 复 杂 的 平衡 点 ( 即 重 根 ) ， 见 图 7.51。 这 就 是 描 
述 移 远 - 结 点 从 分 。 这 三 个 复杂 的 不 动 点 满足 方程 
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lV 下 


图 7.51 两 个 周期 3 在 h =1+ V8 并 合 


343x3— 49(10 + 2 )x*+7(13+ 
16V2)x- (41 /2 -31)=0 (7.163) 
即 x, =0.1599，x,=0.5136，xs =0.9563。 因 此 当 4 小 于 
但 非常 接近 1+ 8 时 ，y=f'” 与 y= x 之 闻 形 成 一 个 很 寄 
的 走 麻 ， 见 图 7.52， 图 中 的 曲线 只 是 图 7.50 中 靠近 不 动 点 ! 
和 2 之 所 的 一 段 。 


外 7.52 窄 走 雇 中 的 洁 留 
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在 和 迭代 过 程 中 每 三 次 将 接近 x, 一 次 ， 而 且 接 近 x, 时 要 经 过 多 
次 迭代 (在 走廊 中 灌 留 很 长 时 间 )〉 才 穿 出 走廊 而 进入 周期 3 
的 另 一 靠近 x 的 窄 走廊 。 发 生 相 同情 况 的 灌 以 后 ， 又 进 人 靠 
近 x:; 的 窗 走 席 。 所 以 以 上 过 程 出 现 一 阵 清楚 ， 一 阵 浑 泪 的 
阵 发 现象 。 在 窄 道中 走时 ， 好 象 接近 于 周期 3 解 《 例 如 x1) ， 
时 间 序 列 上 看 好 象 是 一 较为 平稳 的 围绕 x+ 附近 的 层 流 状态 ， 
穿 出 走廊 后 似乎 进入 浑 沌 状态 。 这 就 是 间 葡 现象 〈intermi- 
ttency) 。 从 4 增 大 进入 窗口 的 方向 看 ， 间 歌 现象 是 出 现 周 
期 解 的 一 种 前 兆 。 反 之 ， 从 上 减 小 进入 浑 沌 的 方向 看 ， 它 是 
周期 解 留 下 的 “后 遗 症 ”， 即 浑 沌 的 先 光 ( 预 油 流 ) 。 
从 分 贫 的 角度 看 ， 这 种 间歇 此 的 产生 属于 图 4.30(c) 的 
车 - 结 点 分 倪 ， 常 叫 类 型 I 的 间 葡 性 。 它 的 特点 是 规则 的 相 、 
所 周期 的 状态 ( 层 流 状态 时 时 被 不 规则 的 相 演 流 状态 》 
所 打 断 。 类 型 I 间 软 性 的 典型 映射 为 | 
Xatl= Xo—2+ XT (7.164) 
其 中 s=4- 4 ，4. 是 映射 和 y= x 相 切 时 的 参数 值 ， 对 映射 
《7。15 )，H.。=1+W8。 对 2 =0( 即 4=4.), 映射 (7。164) 


Oxs,s | 


有 宣 根 z*= 0， 且 夫 洛 开 乘 子 -其 汪 。 。 = 1， 即 图 4,30 
Ce) 上 标明 的 地 方 。 对 e 关 0, 映 射 (7.164) 有 两 个 不 动 点 x = 
we 和 %。= -We， 它 们 仅仅 在 :>0( 即 x>>p,) 存 在 ， 相当 


Dxn+1l 


于 图 7,49 中 的 虚线 , 且 夫 洛 开 乘 子 为 -ae 。 
=1+2WVe ， 所 以 - ve 是 稳定 的 ，+ ve 是 不 稳定 的 。 而 
只 有 当 e<0 且 e 数 值 很 小 时 ， 映 射 和 y = x 之 间 出 现 罕 缝 ， 如 
图 7 .51。 
除了 间 吹 性 类 型 I 通 向 注 流 而 外 ,还 有 其 它 两 种 通 向 潮流 
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的 通路 ， 冯 弗 根 堡 姆 道路 和 罗 尔 - 托 很 斯 道路 。 弗 根 堡 姆 道路 
典型 例子 是 一 维 映射 (7.15) , 它 是 不 断 地 通过 图 4,30(a) 的 又 
型 分 贫 而 到 达 浑 沌 状态 的 。 也 就 是 当 深 制 参数 变化 后 ,稳定 的 
不 动 点 通过 超 临 界 叉 型 分 岔 出 现 周期 稳定 轨道 ， 而 后 又 通过 
超 临 界 又 型 分 岔 出 现 原 有 周期 加 倍 的 周期 稳定 轨道 ， 这 样 不 
断 周 期 倍 分 分 ,最 终 产 生 周 期 为 2" 的 非 周期 吸引 子 。 这 种 道路 
也 可 以 通过 亚 临 界 分 贫 而 到 达 浑 沌 ， 这 馈 类 型 焉 的 间 软 性 ， 
它 定性 地 类 似 于 类 型 工 的 间 软 性 ， 周 期 状态 的 长 的 相 不 断 地 
被 浑 沌 相 所 打 断 。 类 型 亚 的 间歇 性 的 特点 是 由 于 非 线性 的 作 
用 ， 有 周期 倍 分 叉 的 振幅 不 断 增加 ， 当 k 超过 临界 值 ， 层 流 相 
就 被 打 断 。 间 软 类 型 亚 的 典型 映射 是 


1 — (1+e)xetaxs: +p’ xn? (7.165) 
9 [六 
显然 = 0 时 ， 不 动 点 x, = 0 处 夫 治 开 条 子 “32 | 。 ，=-l 
GXn+1 


即 图 4.30(a) 上 标明 的 地 方 。 对 二 0， 夫 洛 开 乘 子 一 = 
- (1+e)， 故 e 之 0(e<0) 不 动 点 是 不 稳定 (稳定) 的 。 将 映 
射 〈7.165) 下 迭代 一 次 有 
Xnti = (+e)xrttax,r’ +B’%, ,i 
= (1+2e)xs+ 有 xes (e 很 小 ) (7.166) 
起 中 p= -2 (8B'+a?*) 
从 (7.166) 式 看 出 ， 周 期 2 解 为 


Kiya (- | ， 当 e>0* (7.167) 


当 刀 <0 时 ， (这 代表 超 临 界 分 岔 的 属 期 2 稳定 的 解 。 当 B> 
时，(7.166) 式 右 端 和 e 之 0 一 起 加 强 这 种 不 稳定 性 ， 即 亚 烙 
界 分 贫 ， 振 幅 增 加 。 典 型 的 时 间 序列 如 图 7。53。 
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有 | 
Wy Wt 出 山 Wn Wy Ws 


| 


图 7.53 ”类 型 五 间 软 性 的 时 间 序 列 


罗 尔 - 托 根 斯 道路 是 对 朗 道 猜想 的 一 种 改善 ， 外 省 要 求 
无 穷 次 专 夫 分 盆 才 能 达到 灌流 ,而 罗 尔 - 托 根 斯 认为 只 要 两 三 
次 霍 夫 分 贫 就 可 以 到 达 浑 沌 状态 。 当 控制 参数 变化 后 ， 首 先 
是 定常 状态 失去 稳定 性 ， 霍 夫 分 岔 使 定常 状态 (不 动 点 ， 堆 
维 ) 变 成 周期 状态 〈 极 限 环 ， 维 数 为 1 频 率 f1)， 第 二 次 起 


kwt 


pn ~ 
"奇怪 豚 引 于 x 


图 7.54 罗 尔 - 托 根 斯 通 向 淮 流 的 道路 
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夫 分 贫 ， 将 极限 环 变 成 拍 周 期 一 维 环 面 7。 (频率 为 ,/ 且 
f 1/f 为 无 理 数 )， 这 是 二 维 球面 上 的 拟 层 斯 肯 引子 。 这 时 
扰动 加 进去 轨道 只 会 变 成 同步 ， 即 户 // 为 有 理 数 。 第 三 次 
曙 夫 分 贫 就 在 三维 环 而 ?。 上 有 三 个 频率 放 ， 记 和 /构成 拟 
属 期 吸引 了 于。 在 7 上 的 轨 着 (矩形 上 的 线段 ) 到 Ts 上 (处 在 立 
方 体内 ) 它们 可 以 既 不 平行 又 不 相交 ， 但 是 由 于 扰动 增加 的 
一 个 自由 度 〈 即 第 三 个 频率 )， 使 得 新 的 元 素 进入 系 统 而 变 
成 奇怪 吸引 子 。 罗 尔 - 托 根 斯 道路 的 过 程 见 图 7.54。 以 上 一 
系列 霍 夫 分 岔 都 是 超 临界 的 。 若 是 亚 临 界 的 直 夫 分 贫 , 则 导 
和 致 类 型 机 的 间 葡 性。 这 种 间歇 性 的 整体 形态 同类 型 I 和 本 ， 
只 是 层 流 相 期 间 发 展 的 不 稳定 产生 一 个 新 频率 ， 它 和 原来 周 
期 频率 不 同 ， 而 和 图 4。30(b) 穿 过 分 盆 点 的 特征 值 a + 18 的 


此 值 c/ 6 有关。 
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第 八 章 “” 碎 形 和 分 数 维 


81 问题 的 提出 

Fractal ( 雁 形 ) 取 自 拉丁 文 Fractus， 意 思 是 不 规则 或 
破碎 ， 它 的 创始 人 是 美国 IBM 公 司 瓦 特 森 〈 允 atsca) 研 究 中 
心 的 蒙 德 布 罗 (Mandelbrot。Fractal 是 什么 概念 昵 ? 用 蒙 德 
布 罗 的 话 来 说 ， 云 不 是 球形 能 ， 山 不 是 锥 形 的 ， 海 岸 线 不 是 
平滑 的 。 也 就 是 说 这 些 都 是 不 规则 或 破碎 的 现象 。 象 这 类 复杂 
现象 在 自然 界 是 很 多 能 ， 天 空中 的 星星 ， 地 上 的 各 种 风景 地 
形 ， 灰 尘 微粒 的 凝聚 集团 ， 云 中 落下 的 雪花 ， 访 体 中 的 油 流 
等 等 皆 是 。 

这 些 现象 都 是 自然 界 中 实际 存在 前 ， 有 的 形态 是 直接 长 
出 来 的 。 例 如 树木 、 雪 花 都 是 从 各 自 的 “种 子 ” 生 长 成 的 , 它 
们 的 形态 非常 复杂 ， 很 多 也 很 美丽 。 图 8.1 是 类 似 于 闪 也 的 : 
-锯齿 状 放电 图 案 。 图 8 .2 是 雪花 的 枝 状 形态 。 


这 些 形态 杂乱 延 什 ， 但 结核 却 十 分 精细 。 如 果 把 它们 放 
大 ， 就 显示 出 反复 出 现 的 细节 ， 即 类 似 的 结构 在 所 有 尺度 上 
都 存在 ， 这 叫 自 相似 结构 。 上 一 间 介 绍 的 浑 沌 实际 上 也 属于 
这 种 类 型 的 碎 形 ， 它 们 具有 自首 似 的 结构 。 

这 些 现象 是 比较 难以 认识 的 。 拿 中 国 的 海岸 线 来 说 ， 假 
如 有 人 癌 ， 中 国 的 海岸 线 有 多 长 ， 正 确 的 答案 并 不 是 准确 的 
数字 例如 多 少 万 公里 ) ,而 是 看 情况 而 定 。 事 实 确 是 如 此 ， 
如 果 以 公里 作 测量 单位 ， 则 海岸 线 上 几米 到 几 十 米 的 一 些 弯 
曲 就 会 被 忽略 。 如 果 以 米 作 单位 , 则 测 得 的 长 度 就 会 长 得 多 。 
严格 说 对 海岸 线 这 样 的 碎 形 ， 提 “多 长 ”的 想法 就 不 对 ， 而 
是 应 该 问 “海岸 线 如 何 曲折 ”或 “如 何 复杂 ”? 

这 些 现象 虽然 比较 复杂 ， 但 它们 有 一 个 共同 的 特征 一 
分 数 终 ， 即 它们 的 维 数 是 分 数 。 


82 碎 形 的 特征 

以 上 这 些 现象 都 是 发 生 在 大 自然 中 ,它们 又 不 断 地 受到 外 
界 的 影响 , 并 和 环境 不 断 进 行 物质 和 能 量 交换 ， 因 此 可 以 认为 - 
是 非 平衡 的 自 组 织 现象 。 它 们 的 特点 是 没有 统一 的 特征 尺 . 
度 ， 但 却 有 自 相似 的 结构 〈 即 存在 标 度 律 )， 它 们 处 处 都 是 
间歇 的 和 不 均 乞 的 。 

还 是 拿 海岸 线 来 讲 ， 小 的 弯曲 的 尺度 可 以 小 到 米 ， 大 的 
弯曲 的 尺度 可 以 大 到 几 百 公里 ， 因 而 我 们 就 不 能 说 海岸 线 有 
一 特征 尺度 ( 辟 如 说 几 百 公里 或 几 千 公里 )， 但 却 存在 自 相 : 
似 的 结构 。 无 论 拿 比例 为 十 万 分 之 一 地 图 还 是 拿 百 万 分 之 一 - 
的 地 图 来 讲 ， 中 国 的 海岸 线 都 是 相同 的 形状 。 

怎么 来 描述 它们 呢 ? 图 8.3 是 一 种 海岸 线形 成 的 模型 。 
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ce) ，r= (了 于) 
‘© L$), = (二 ) 


假如 我 们 用 一 个 长 度 为 r 的 小 尺子 去 量 海 岸 线 ， 量 出 的 步 数 
为 V(r)， 那 么 海岸 线 的 总 长 度 应 该 是 - 

L=reN(r) (8.1) 
而 且 r 越 小 ， 量 出 的 Z 越 大 。 图 8,3 中 标 出 的 是 不 同 r 时 量 出 的 
海岸 线 长 度 。 一 般若 


za( ty Ge 
贡 海 岸 线 长 度 | 
L=(3) - (8.3) 
设 上 和 7 的 关系 为 | 
L=r° (8.4) 
或 


(3) =[(3)) ,5 
从 (8.5) 式 很 易 求 得 (8.4) 式 中 的 指数 
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ln4 


4=1- Ing = 一 0.2618 
二 办 (8.6) 
式 中 的 
log4 
D= iog3 (8.7) 
称 为 分 数 维 。 


显然 ， 海 岸 线 和 图 8 .3 最 左边 的 规整 的 直线 不 同 。 后 者 


不 管用 多 么 小 的 r， 测 得 的 长 度 都 是 1 ， 即 
L=r" (8.8) 


由 (8.4) 式 和 (8.6) 式 看 出 ， 这 相当 于 
D=.1 (8。9) 


正好 是 直线 的 维 数 。 但 是 对 于 图 8.3 的 海岸 线 ， 由 (8.6) 式 
看 出 ， 


故 


D=1.2618 (8.10) 


Le= ri ar (8.11) 


因而 r 傅 小 ， 测 得 的 长 度 愈 大 。 所 以 DD 是 分 数 这 个 特征 表征 了 
象 海岸 线 这 样 一 类 无 特征 长 度 问题 的 特征 。 我 们 把 具有 分 数 


维 D 的 形态 叫 碎 形 。 
将 (8.1) 式 和 (8.11) 式 比较 得 出 
VEr 2 (8.12》 
或 
lnN (r) lInN 


= (8.13) 
区 
式 中 的 1 = .~ 对 于 《8.13) 式 中 前 一 式 的 含义 是 ， 用 r 
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为 尺子 的 “小 立方 侠 ” 去 旦 花形 的 数目 得 到 入 。 即 把 测量 单 
位 缩小 原来 的 入, 则 量 得 的 “小 立方 所 ”数目 六 就 霹 加 。 而 
因为 ! = ，， 所 以 《8.13) 式 中 后 一 式 的 含义 是 ， 反 测量 音 
位 增加 原来 的 / 倍 ， 则 得 到 六 个 原来 的 对 象 。 这 两 种 定 义 同 
样 表征 了 队 形 的 结构 。 图 8.4 表 示 用 尺子 为 r 的 小 立方 块 去 性 
盖 一 个 点 集 对 象 的 示意 图 。 


8.4 用 尺子 为 r 的 小 立方 块 材 盖 
点 集 对 象 的 说 明 


(8。.13》 式 中 的 lu 六 量度 了 海岸 线 长 度 不 确定 性 的 信 
息 。.《8。13》 式 的 定义 也 可 以 用 于 整数 维 的 对 象 ， 例 如 对 一 
个 点 :( 线 、 面 、 体 )， 若 用 r = 于 的 “小 立方 块 ” 去 量 ，- 分 别 
得 到 N=D(3，9，27) 即 六 = 六 2 (六 25 rr3)。 这 - 
就 说 明 点 〈 线 、 面 、 体 》 的 维 数 分 别 为 0，1，2 ，3。 

应 该 指出 ，7 不 能 取得 太 小 ， 若 太 小 就 不 能 判断 出 分 数 : 
维 结构 ， 而 只 能 得 出 是 整数 维 。r 也 不 能 取 得 太 大 ， 若 太 大 
就 只 能 得 出 对 象 是 零 维 的 物体 。 应 该 说 〈8.13) 式 所 定义 的 
过 程 是 r 一 0 的 一 种 极限 过 程 ， 但 是 对 于 实际 存在 的 对 象 ， 总 
存在 一 个 最 小 的 特征 长 度 e， 再 比 e 小 时 ， 该 对 象 就 不 能 看 成 
是 碎 形 了 。 

由 〈8.6) 式 看 出 
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D=d-4 (8.14) 

其 中 d 是 小 线段 元 r 的 欧 拉 维 数 或 拓扑 维 数 。 因 为 《8.6) 式 

中 4 是 负数 ， 所 以 九 >d。 同 时 海岸 线 弯 弯曲 曲 ， 它 并 未 占 满 

二 维 空间 ， 所 以 D<d+1。 概 括 说 ， 碎 有 形 的 分 数 维 D 大 于 它 
的 拓扑 维 而 小 于 它 要 占据 的 空间 维 ， 即 

d<D<d+l (8.15) 


83 各 种 典型 碎 形 的 分 数 维 


从 前 面 看 出 , 象 海岸 线 这 样 的 碎 形 ,是 在 规整 图 象 上 加 上 
小 的 或 更 小 的 尺度 上 的 不 规则 性 而 形成 的 ， 因 此 它们 的 维 数 
就 从 拓扑 维 d 上 升 到 分 数 维 D。 从 d 维 上 看 它 似乎 长 度 ( 面 
积 、 体 积 或 点 数 ) 变 成 无 穷 大 。 下 面 列 出 一 些 典 型 的 榨 形 及 
其 维 数 D。 

1. 康 托 《Cantor〉 集合 

它 是 由 一 直线 (长 度 设 为 1) 分 成 三 段 而 去 掉 中 间 一 段 , 然 . 
后 在 剩 下 的 两 段 中 仍 淡 同 样 的 办 法 处 理 下 去 而 不 断 形成 的 点 


集 ， 如 图 8.5。 过 公式 (8.13)， 当 r= 3 N= 2 时 它 基 分 
数 维 忆 为 


r=1 N=1 = 二 N=2 = N=4 
3 8.5 床 托 集合 
D=0.6309 (8.16) 


康 托 集合 最 后 由 无 数 个 点 组 成 ， 显 然 它 应 比 零 维 〈 一 个 点 》 
205 


大 ， 但 因为 点 数 虽 多 又 未 充 洪 一 个 直线 ， 中 间 还 有 很 多 空 : 
隙 ， 所 以 维 数 应 比 一 小 。 

2. 各 种 海岸 线 

除了 图 8 .3 那 种 海岸 线 外 ， 图 8 .6 列 出 三 种 不 同 海岸 线 的 
典型 单元 。 按 〈8.13) 式 它们 的 维 数 分 别 是 


1 A 1 
Pe Ne NS r= N=18 
图 8.6 不 同 海岸 线 单元 
Da ns S18 8.177 
三 -= (8.1 
p= =1.365 (8.187 
vv 
ln18 有 
D=]16 =1.613 (8.197 


它们 的 形态 当 r 很 小 时 ， 长 度 趋向 很 大 ， 内 而 维 数 应 大 于 ly 
但 又 未 能 充满 平面 ， 所 以 维 数 又 小 于 2 。 

3.。 谢 尔 宾 斯 基 (Sicrpinski) 热 片 

它 是 由 一 个 正三 角形 分 成 四 块 后 挖 去 中 间 一 块 而 不 断 形 
成 的 ， 如 图 8.7。 
因此 用 + = 半 的 小 三 角形 去 量 它 得 到 的 数目 N = 3， 故 让 
(8.13) 式 得 出 
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图 8.7 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 图 8.8 ” 谢 尔 宾 斯 基 海 编 


D= Es =1.5849 (8.20) 
它 的 维 数 处 在 1 和 2 之 间 是 显然 的 ， 垫 片 几乎 全 是 空 的 ， 线 段 
看 上 去 很 长 但 又 未 充满 整个 平面 。 
4。 谢 尔 突 斯 基 海绵 


它 是 由 一 个 规整 的 立方 体 通 过 打 洞 而 构成 ， 如 图 8.8。 
显然 若 用 r = 二 为 边 的 小 立方 块 去 量 它 它 ， 得 出 的 小 立方 块 数 
目 为 8 +4+ 8 =20， 政 按 公式 (8.13) 有 

ln20 


D= 3 =2.7268 (8.21)7 
海绵 全 是 洞 ， 不 占 满 三 维 空间 ， 同 时 看 上 去 面积 是 无 穷 大 。 
因此 忆 介 于 2 和 3 之 间 是 很 自然 的 。 


5。 聚 合体 
它 是 由 一 个 核心 ， 而 粒子 一 次 一 次 加 人 其 上 而 形成 的 ， 
图 8,1，8.2 就 是 聚合 体 ， 它 们 并 不 是 “怪物 ”， 而 是 某 一 形 
态 的 反复 出 现 (这 就 是 自 相似 结构 )。 图 8.9 是 一 种 聚合 
体 ,每 个 单元 均 由 五 个 相同 的 亚 单元 所 构成 , 而 五 个 大 单元 又 . 
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图 8.9 聚 台 体 
可 拼 在 一 起 构成 更 大 的 单元 。 
种 子 球形 质点 〈 它 的 直径 是 e， 就 是 前 面 所 提 及 的 最 小 
的 特征 长 度 ) 在 中 央 ， 每 一 次 附着 四 个 相同 小 球 ， 这 五 个 小 
球 又 可 作为 新 的 大 球 并 吸附 其 它 四 个 大 球 …*…。 因 此 直径 扩 
大 3 倍 ， 小 球 的 数目 V =2d +1= 5， 改 按 (8.13) 式 后 一 
个 定义 


In(2d +1) ln 5 
D=—jra = In3 =1.46 (8.22) 
.上 式 中 d 是 空间 维 数 。 
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$4 自 相 似 结构 和 标 度 律 


碎 形 的 共同 特征 是 无 诗 征 尺度 却 有 目 相 彤 的 结构 。 关 于 

自 相 似 结构 或 标 度 律 由 (8.4) 式 可 以 得 出 为 
L(Ar)=2L(r) = 人 ?7(7) (8.23) 

《8.23) 式 表明 ， 只 要 将 尺度 为 * 量 出 的 海岸 线 (对 象 ) 长 
度 L(r) 放 大 和 * 倍 ， 就 得 到 以 尺度 为 Ar 的 对 象 (海岸 线 长 
度 )。 其 中 dD 叫 余 维 。 

又 如 澳 尔 宾 斯 基 热 片 ， 以 ?为 尺度 时 的 机 量 畦 (r) 和 以 
.2r 为 尺度 时 的 质量 好 (2r) 之 间 的 关系 为 


M(2r) = 3 M(r) =2?M(r) (8.24) 
对 密度 2 而 言 ， 从 图 8.7 看 出 它 服从 
O(2r) = § plr) = 22-40(7) (8,25) 


(8.23)，(8。24) 和 《8,25) 式 是 反应 自 相似 结构 的 标 度 
律 ， 它 们 都 是 泛 函 方程 ， 其 解 分 别 是 
L=r?, M=r?, P=r? 4 (8.26) 
从 (8.26) 式 看 出 ， 我 们 机 确定 某 个 物 亚 量 ?的 分 数 维 
万 ， 只 要 在 双 对 数 坐 标 纸 上 绘制 该 物理 量 ? 对 特征 长 度 r 的 关 
系 ， 如 果 有 一 渐 近 区 域 (大 r) 形成 直线 ， 那 么 直线 的 斜率 
就 是 表征 碎 形 的 那个 量 的 分 数 维 ， 轩 8.10 就 是 ln2 对 lar 曲 
线 。 
实际 世界 中 遇 到 的 碎 形 并 不 完全 象 海岸 线 那样 是 严格 
的 自 相似 结构 ， 在 它们 形成 或 增长 过 程 中 有 某 些 随机 性 。 例 
如 布朗 运动 粒子 若 每 步 游 动 的 步 长 为 r， 则 闪 步 以 后 粒子 与 
原点 间 的 距离 x; 为 
x = Nr 
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1 2 4 8 1 Iar 


故 全 一 去 (8.277 
将 (8.27) 式 与 (8.12)〉 式 比较 看 出 ，D = 2 。 这 名 是 说 布 
朗 运 动 轨迹 的 维 数 D = 2。 

对 于 象 胶 体 、 气 溶胶 这 样 的 聚合 体 ， 常 常用 有 限 扩 散 凝 
灰 过 程 〈 简 称 DLA) 来 模拟 其 自 相似 结构 。 这 种 模型 的 初 
始 状态 是 在 二 维 点 阵 上 放 一 个 种 子 微粒 ， 随 后 第 二 个 微粒 被 
放 和 点 阵 内 作 随 机 游 动 (扩散 )， 直 到 它 与 种 子 微粒 相 磁 并 
附着 于 种 子 微粒 上 与 之 结 
合成 集团 ， 如 果 它 游 动 到 
点 阵 的 边缘 ， 则 将 其 去 除 
并 肢 放 另 一 微粒 。 依 此 类 .… 
推 ， 最 后 形成 树枝 状 的 凝 
聚集 团 ， 如 图 8.1。 象 图 . 
8.1 的 碎 形 具有 无 规 分 数 
维 的 自 相 似 结 构 ， 其 无 规 
分 数 维 常 用 类 似 于 标 度 待 
E (8.26) 式 的 关系 式 
8.11 LDA 方 法 模拟 凝聚 态 N=R?°, M=1?°, 
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Cfo (8.28) 
i 占据 格 点 位 置 的 格 点 数 ， 丸 是 回转 半径 (R?= 
3 ,Tr 代表 所 有 粒子 间 平 方 距离 的 平均 )，M 
是 从 中 心 《 种 子 处 测量 到 工 处 的 质量 ( 即 格 点 占 据 数 )， 
C(r) 是 距离 + 处 的 两 点 密度 相关 瑟 数 。 

实际 问题 中 还 有 一 种 在 几 个 方向 标 度 不 同 的 目 相 似 碎 
形 ， 这 种 为 自 仿 射 分 数 维 。 图 8.12 是 图 8.11 的 聚合 体 在 x 和 > 
方向 有 不 同 标 度 。 为 了 使 该 图 形 与 原 图 形 相同 ， 必 须 在 * 方 
向 放大 ? 倍 ，y 方 向 放大 5 倍 ， 即 在 * 方 向 的 分 数 维 由 (8.22》 
式 得 


一 一: 一 


一 A -上 让- 一 - 


~ 一 


图 8.12 二 维 自 仿 射 碎 形 


D, 2 =1.46 
而 在 y 方 向 的 分 数 维 
1 
D: = =1 


因此 色 含 在 r1(* 方 向 ) 和 +r。(y 方 向 ) 尺寸 夭 形 大 的 质 
为 
WH~Ari?: +Br,?? (8.29) 
在 r=rs=7 的 方形 内 有 
M~Ar?!+Br?: = Ar?;(1+Cr- ‘D170 2), 
(8.30) 
正如 前 面 看 到 的 ， 分 数 维 可 以 看 作 是 碎 形 内 空间 质量 重新 分 
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配 的 定量 描述 ， 现 在 对 自 仿 射 碎 形 ， 包 含 在 r 内 的 质量 重 新 
分 配 ， 由 最 大 的 分 数 维 刀 :决定 ， 而 另 一 分 数 维 代表 对 标 度 
的 修正 。 

最 近 方 励 之 等 人 研究 宇宙 的 大 尺度 结构 。 原 来 都 认为 自 
祖 关 函数 满足 . 

Cl(r)= Ar™ 3-?2) (8.31) 

结果 发 现 D, = 1,.2， 这 是 一 种 自 相似 结构 。 后 来 很 多 问题 不 
能 解释 ， 原 来 发 现在 更 大 范围 内 还 有 一 个 维 数 D, =2.4。 办 
此 ， 认 为 宇宙 不 是 自 相似 而 是 自 仿 射 的 。 


§ 5 奇怪 吸引 子 的 维 数 


上 一 章 我 们 已 经 提 到 奇怪 奴 引子 中 存在 自 相似 的 结构 ， 
从 图 7.7 看 出 ， 辕 期 倍 分 倪 从 分 倪 点 Ri,，,…*… 直 到 4。 是 一 
个 典型 的 康 托 集合 的 构造 ， 见 图 8.3。 即 一 条 直线 上 每 次 去 
除 一 部 分 而 形成 的 ， 最 后 这 条 线 上 几乎 有 无 穷 多 的 点 中 间 全 
是 空隙 的 集合 ， 所 以 4。 人 处 的 浑 沌 的 维 数 一 定 处 在 0 和 1 之 


: x 
RI OO 

A> A, 
RO 
展 一 一 一 一 廿 一 二 二 一 一 一 + 一 
RR 一 一 一 一 本 一 二 二 一 一 一 tH 


图 8.33 一 维 映射 ja(x) = RR、x(1 ~%) 的 自 相似 结构 


间 。 
设 我 们 用 尺度 为 > 的 小 尺子 去 覆盖 它 ， 量 得 的 数目 为 
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WW(r)， 那 么 我 们 用 稍 大 的 尺子 。 [只 中 e/ 是 一 小 数 ) 去 量 
. 
下 眉 对 象 ， 每 段 数目 为 NV ,， 则 


N(r) = 这 N, (E) (8.32) 


据 分 数 维 定义 ，N(7) ~r-9， 入 (于)~( 王 ) “下 


€ 
rr 
- 即 


La 
二 el=1 (8.33) 


对 于 一 维 映 射 (7.15)， 从 图 7.17 看 出 ， 粗 略 说 ， 其 浑 沌 结 
构 每 次 是 一 分 为 二 的 ， 且 由 图 7.18 和 图 8.13 看 出 


政 代 入 (8.33) 式 后 有 
(2) a) 区 (8.34) 
即 这 是 -与 的 二 次 方程 式 
人) ee 
故 解 出 
的 =0.618 (8.36) 
由 (8.36) 式 算出 
D=0.524 (8:37> 


:21 出 


同样 对 于 埃 隆 映 射 (7.90) 眠 (7.91) ， 由 雅 可 比 矩阵 
《7.95) 看 出 它们 的 特征 值 为 

和 := 一 1.924， 和 ,=0.156 (8.38) 

因此 每 一 次 迭代 就 相当 于 进行 一 次 伸 长 和 折 渤 。 劳 一 个 半径 

为 r 的 小 圆 ， 经 过 "次 迭代 后 ， 则 变 成 长 轴 为 r | 和 | "， 短 轴 为 

r 14s1 "的 椭圆 ， 见 图 8,14。 因 此 车 用 边 长 为 + 的 小 方块 去 履 


i 


n 次 迭代 aj 
一 一- 一 之 > 二 
图 8.14 二 维 了 映射 将 小 图 变 成 棋 图 
盖 它 得 到 的 数 引 为 Wr)， 网 困 过 长 人 :| "r 的 小 方块 去 复 
盖 它 得 到 的 数目 就 是 


A 中 
Nad"r) = | Nr) (8.39) 
再 由 分 数 维 定义 V(r) ~ (上)?， 政 
1 1 | lv 1。 (8.40) 
(ao 二 Re 
两 边 取 对 数 求 得 
ln 
D= 1 -In 
LE, 
=1-7E: (8.41) 
将 (8、38) 式 代入 (8.41) 式 求 得 
D=1.35 (8.42} 


214 


是 一 种 长 度 为 无 穷 大 的 集合 。 
对 于 连续 流 的 劳 伦 兹 奇怪 吸引 子 ， 是 未 充满 三 维 空间 的 
有 间隙 的 流 。 由 李 雅 普 诺 夫 竺 征 指数 定义 (7.124) 式 和 
《7。128) 式 知 ， 设 想 一 个 小 的 单位 立方 体 ， 经 过 一 个 很 小 的 
册 刻 z 以 后 的 伸 长 折 选 ， 其 体积 变 成 
了 矿 (r) = 1 .etLEI+LE2+LES) 
=e'z2ttres)" (因为 工 玉 := 0) (8.43) 
又 设 每 边 边 长 缩小 为 e“*，** =r， 因此 用 边 长 为 r 的 小 立方 
栖 去 量 (r)， 共 得 数 妃 


已 LSI+LE3S) 


Lea 7 (8.44) 
又 因为 
ye {8.45Y 
履 按 分 数 维 D 定 义 (8.13) 式 得 
lanN _ (LE,-2LEs)r 
r 1 ” (-LEs)r 
,Me . 
If a (8.46} 


= 2 一 工 再 = ?+]LE,| 
《8.。46) 式 说 明 ， 劳 伦 效 吸 引子 的 维 数 处 在 2 和 3 之 间 。 当 劳 
伦 兹 方程 (7,65) 中 参 数值 取 为 =10，r=45.92，0=4。0 
持 ， 按 (8.46) 式 算出 D =2.07。 
既然 正 的 李 雅 普 诺 夫 特 征 指数 和 分 数 维 同 样 是 浑 坏 的 特 
性 ,它们 一 定 有 象 三 维 空间 时 (8.46) 式 相 类 似 的 关系 , 卡 普 隆 
《KaPlan) 和 约克 (Y2rke) 猜 想 ， 任 何 奇 怪 吸 引子 有 如 下 的 关 
系 
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LE, 


D=j+ 上 | (8 .47 六 
其 中 了 是 使 宛 工 E ,之 0 的 最 大 整数 .即使 
ELE,>0 上 有 LE,< 0 (8.48) 
显然 对 图 7.30 的 四 种 吸引 子 ， 它 们 的 维 数 分 别 为 
D=0, D=1, D=2, 2<D<3 (8.49) 


$6 ”不 均匀 分 布 的 自 相 似 结构 | 
到 现在 为 止 ， 我 们 用 分 数 维 D 找 述 了 个 别 对 象 的 自 相似 
结构 。 有 时 我 们 讨论 的 问题 不 是 指 个 别 对 和 象 而 是 指 其 种 分 
布 ， 例 如 某 个 物理 量 的 涨 落 5 是 一 个 随机 变量， 县 6 大 于 茶 
一 个 量 世 的 概率 分 布 服从 
P,(é>L)eL-: (8.50) 
其 中 a 叫 双 曲 指数 。 而 且 在 d 维 空间 中 这 种 分 布 上 有 概率 意 - 
义 上 的 自 相 似 性 ， 即 
| L(rx) =r"L(%) (8.51》 
其 中 五 叫 标 度 指 数 ， 一 般 
0<H<I (8.52) 
例如 图 8.15 代 表 不 同 层次 高 度 差 Az = 50，100，200, 400， 
.800，1600，3200 米 上 测 得 的 风速 分 布 。 图 中 工 是 指定 的 所 
速 涨 落 方 差 Av*。 从 图 看 出 ， 概 率 分 布 形式 是 一 样 的 ， 但 是 : 
分 布 的 特征 (例如 方差 ) 等 就 不 同 , 即 没 有 统一 的 方差 ， 但 趣 
有 自 相 似 的 结构 ， 图 中 的 工 代 表 Az”， 因而 有 
Auz(2Az) = 2xAu2(Az) (8。53》 
图 中 两 线 之 间 的 水 平 距 离 很 易 验证 就 是 
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10 本 103 
图 8.15 不 同 高 度 层次 间 的 风速 分 布 
A= Hin2 | (8.54) 
具有 “8.51) 式 所 示 的 自 相似 分 布 是 很 多 的 ， 例 如 d = 1 维 
的 布朗 运动 随机 分 布 速 度 方差 和 时 间 1 的 关系 为 
Av2 (1)oct2" (8.55) 


若 太 = 忆 就 是 高 斯 蝇 声 。 具 有 分 布 (8.55) 的 自 相似 律 为 


Auz(ri) =r2" Auz(1) (8.56) 
又 如 在 4 =2 维 的 地 形 表面 ， 添 加 不 同 尺度 的 高 度 h(x，y) 成 
为 碎 形 地 形 ， 其 高 度 方差 Ahz(x，y) 是 距离 (x?*+y?) 的 - 
函数 ， 即 


Ap2(x，2)cc(x2 +y)" (8.57)》， 
六 而 这 种 分 布 的 自 相 似 律 为 
Ahz(rjzl|)》 =r28 AU2(|xf) (8.58) 


其 中 jz| 代表 模 wx*+y”。 


正 象 (8.4) 式 中 的 4 反映 了 个 别 对 象 的 涪 形 性 质 一 样 ， 
(8.51) 式 中 的 万 反映 了 随 宙 分 布 的 对 象 的 碎 形 性 质 。 

由 (8.14) 式 看 出 ， 碎 形 是 让 d 继 上 添加 了 小 的 不 规则 人 
而 把 准 数据 高 到 ,同样 对 于 随机 分 布 碎 形 维 数 应 由 d 混 高 
到 D 

D=d+1-f (8.59) 
因 此 d= 1， 妃 = 2 的 布朗 运动 的 分 碳 维 数 D=1.5。 

又 例如 对 大 气 风速 ， 从 水 平方 向 测 得 图 8.15 中 的 万 水 
=1/3， 从 垂直 方向 测 得 及 直 = 3/5。 这 就 说 明 水 平和 垂直 
方向 标 度 不 同 ， 是 一 个 自 仿 射 的 侠 形 。 那 么 整体 上 的 标 度 为 


1e3 
rlorlerf、 3 5 7 p2050 (8.60) 


所 以 有 人 认为 大 气 运动 的 维 数 D = 2.56。 
87 ”从 一 个 变量 的 时 间 序列 计算 分 数 维 
前 面 我 们 了 解 到 维 数 是 反映 复杂 对 象 的 结构 。 实 际 问 题 
中 我 们 往往 只 能 得 到 一 个 变量 的 时 间 序 列 
Kos MI Xz, Yao (8.61) 
该 序列 的 时 间 间 陋 为 Ab， 耗 散 系统 吸引 子 的 结构 (或 分 数 
维 ) 就 反映 在 该 时 间 序 列 中 。 为 此 我 们 要 从 (8.61) 式 中 重 
建 一 个 m 维 相 空 间 ， 它 们 的 每 个 分 量 是 从 (8.61) 式 中 挑 出 来 
的 。 其 时 间 间 隔 是 r， 它 是 At 的 整数 倍 。 例 如 取 r = 1*At 而 
构成 的 三 维 相 空 间 为 
(xi(xoy X1s X2)》 
下 Xs, Xs) (8.62) 


eeeeeeevesoeseoo ars 
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至 守 r 的 选择 是 使 其 构成 的 m 维 相 空 间 的 每 一 个 分 最 是 相互 
独立 的 。 这 样 由 (8。.62) 式 的 向 量 x;，x2…*… 在 加 维 空间 中 就 
形成 动力 系统 的 轨道 ， 见 图 8. 16。 


X(t) 
图 8.16 m 维 嵌入 相 空 间 的 轨道 


根据 韦 特 莱 (Whitney) 嵌 入 定 理 ， 这 个 庶 人 的 相 空 间 维 数 m 
必须 很 大 ， 它 和 实际 的 D 维 吸引 子 之 间 要 满足 。 
m=2D+1 wos 6 
为 了 计算 维 数 ， 我 们 随便 给 一 个 数 "， 然 后 检查 一 遍 有 多 
少 “点 对 ”(x',xj) 之 间 的 距离 小 于 ,把 距离 小 于 r 的 “点 对 ?在 
一 切 “ 点 对 ”( 若 有 个 点 , 则 共有 ?个 “点 对 ”) 中 所 占 的 比例 


N 
clr)= Ns EE blr- lx 一 xl) (8.64) 
TV ,了 
i¥1 
记 作 c(r)， 其 中 9(x) 是 玄 维 赛 (Heaviside) 函数 ， 它 定义 为 
1， 当 x>0 
00 = 0 x<0 (8.65) 


车 r 选 得 太 大 ， 当 然 一 切 “ 点 对 ”的 距离 都 不 会 超过 它 ， 
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因此 c(r) =1，lnc(r) =0。 从 而 c(r) 描述 了 随 r 增加 时 ， 
《点 对 ”》 数 如 何 增长 的 分 布 函数 。 显 然 太 大 的 r 反 映 不 了 系 
统 的 内 部 性 质 。 
运 当 缩 小 r， 可 能 在 r 的 一 段 区 间 内 ，c(r) 随 的 变化 为 
ce(r)=r? (8.66) 
这 里 刀 就 是 该 吸引 子 的 维 数 。 例 如 均匀 分 布 在 一 条 线 上 的 资 
半点 ， 则 c(r) 和 rz 的 一 次 方 成 正比 ， 即 刀 = 1; 而 均匀 分 布 在 
一 个 面 上 的 资料 点 ， 则 c(7r) 应 和 7 的 二 次 方 成 正比 ， 故 D= 
2， 见 图 8。17。 因 此 DD 具有 描述 该 吸引 子 结构 的 特 年 。 如 果 
r+ 选 得 太 小 ， 实 验 中 一 切 偶然 的 噪声 都 会 表现 出 来 ， 由 于 噪 
声 在 任何 一 维 上 都 起 作用 ，m 维 空间 中 就 会 测 得 D = m。 因 
此 只 要 定 一 个 m 信 ， 在 lnc(r) 对 于 lnr 的 图 上 ， 若 有 一 段 是 
直线 ， 则 该 线 的 斜率 就 是 D。 见 图 8.18。 


(a) 


图 8.17 维 数 的 计算 说 明 

(a) cl ~rl (b) ec(r) 一 r2 
图 8.29 绘 出 了 D 和 m 的 关系 ， 当 m 增 加 后 ， 其 斜率 D 也 增加 ， 
最 后 到 m = 5 时 ，D 达 到 饱和 值 2.8， 这 时 DD 就 反映 了 吸引 子 - 
的 结构 ， 而 m= 5 是 淄 述 该 浑 沌 吸引 子 的 最 小 的 状态 ( 相 ) 
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二 8 8 


空间 变数 的 个 数 。 


时 间 序 列 可 以 确定 
分 数 维 ， 即 浑 沌 吸引 子 
某 一 个 时 刻 的 信息 。 同 
时 我 们 还 可 以 用 时 间 序 
列 确定 信息 流 率 一 一 
荆 尔 葛 戈 洛 夫 炉 ， 即 
(7.135) 式 中 的 K。 

在 重建 的 m 维 相 空 
间 中 ， 即 时 间 长 度 为 
(m 一 1)t 的 两 条 相距 小 


在 双 对 数 坐 标 纸 上 求 了 


图 8.19 忆 是 能 入 空间 维 数 灵 的 殴 数 
对 于 自强 声 ，DD 是 m 的 线性 函 交 ， 


对 于 深浅，D 可 达到 饱和 


于 7 的 辐 散 轨迹 ， 下 一 步 时 间 r 及 以 后 它们 保持 在 r 内 的 机 会 
随 e*““"' 成 比例 下 降 。 而 保持 在 r 球 内 机 会 的 平均 “点 对 ? 


数 正比 于 


Cn~e- "LEItLE2+-.) =e-"reK C8.67) 


式 中 仅仅 辐 散 轴 ( 乙 玉 ,>0) 有 贡献 ， 天 就 是 哥 尔 英 成 治 夫 粒 。 
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若 固定 ~, 维 数 由 和 m 增 加 到 + 名 ， 即 轨迹 
到 (m+ 上 -1)r， 则 类 似 (8.67) 式 ， 有 
PY 0 Co 下 芝 )。 基 
《8.67) 式 和 (8。68) 式 相 除 得 


211 Cn(r) 
K= nc, (r) 


(m 一 1)T 延 长 


(8.68) 


(8.69> 


这 就 是 天 炳 ， 志 表示 可 预测 性 的 平均 时 间 尺 度 。 
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第 九 章 ”细胞 自动 机 


31 复杂 系统 的 特征 

前 面 各 章 中 我 们 巨 经 研究 了 复杂 现象 转化 的 一 些 基本 概 
念 和 方法 ， 但 是 用 它们 去 解决 实际 问题 还 有 一 定 的 困难 。 因 
此 我 们 能 抓 住 复杂 系统 的 特征 去 模拟 实际 的 复杂 现象 就 有 重 - 
要 的 意义 。 下 面 我 们 把 复杂 系统 归纳 为 如 下 几 个 特征 ， 

1 ,复杂 系统 有 许多 基本 单元 (或 细胞 ) 组 成 。 例 如 人 脑 有 - 
1011 到 10'? 个 社 经 元 组 成 ， 世 界 上 有 5 x 10 "人口 ， 激 光 有 - 
101: 个 原子 ， 流 体 在 标准 状况 下 每 立方 厘米 含有 10” 个 分 
子 ， 全 国运 动 会 的 大 型 团体 操 表演 有 几 千 人 参加 。 应 该 说 明 ， 
每 个 相互 作用 的 单元 形成 不 同 的 层次 ， 我 们 只 能 用 属于 那个 
层次 的 变数 或 参数 来 描述 其 状态 空间 。 高 一 层次 的 相互 作用 
的 变数 是 低层 次 动力 学 的 “集中 人 性质” (统计 和 矩 和 卷 积 ) 。 
因此 当 我 们 谈论 较 高 层次 时 ， 通 常 要 将 自由 度 大 量 削 减 ， 较 : 
高 层次 从 低层 次 得 到 选择 的 信息 ， 并 反 过 来 对 低层 次 动力 学 
进行 反馈 控制 。 

2 .每 个 基本 单元 (或 细胞 ) 的 状态 只 有 极 少数 几 种 。 例 如 
雪花 中 的 每 个 单元 不 是 冰 就 是 汽 ， 国 棋盘 了 的 每 个 格 点 不 是 . 
黑子 就 是 白 子 ， 大 型 团体 操 中 的 每 个 人 穿 的 衣服 只 是 几 种 产 
色 中 的 一 种 ,每 个 人 的 动作 也 只 是 导演 规定 的 几 种 之 一 (例如 
不 是 站 起 来 就 是 蹲 下 去 ) 。 这 里 所 讲 的 细胞 ,并 不 一 定 就 是 指 
生物 学 中 的 细胞 ， 最 通常 是 指 组 成 系统 的 基本 单元 ， 这 里 单 
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元 的 状态 种 类 可 以 指 生 和 死 ， 真 和 假 ， 好 和 坏 ， 大 和 小 ， 站 
和 蹲 ， 冰 各 汽 ， 左 旋 和 右 旋 ， 白 和 黑 等 等 。 

3, 每 个 细胞 (或 单元 ) 的 状态 随时 间 的 演变 只 随 其 邻居 的 
细胞 状态 决定 。 例 如 国 贷 中 白 子 的 四 个 邻居 若是 黑子 ， 则 白 
子 就 要 被 吃 掉 ， 大 型 团体 操 中 的 每 个 人 只 认识 周围 几 个 人 ， 
导演 规定 他 《她 ) 们 的 动作 变化 只 和 轴 围 几 个 邻居 动作 育 联 
系 , 雪 花 中 的 水 汽 是 否 冻 结 变 成 冰 , 主 要 由 该 水 汽 的 几 个 邻居 
状况 〈 冰 或 汽 ) 决定 。 

根据 这 三 个 特征 ,通过 各 细胞 的 局 部 相互 作用 ,整体 上 可 
拟 显示 出 多 种 多 样 的 复杂 形态 。 例 如 复杂 的 雪花 有 各 种 各 样 
形式 ,大 型 团体 操 可 以 有 多 种 造形 ,围棋 可 以 形成 多 样 棋局 。 


$2 ”细胞 自动 机 


复杂 系统 有 如 上 几 个 特征 ， 细 胞 自动 机 就 是 根据 这 些 特 
征 而 设计 出 来 的 一 种 在 计算 机 上 模拟 各 种 复杂 现象 的 方法 。 
， ”首先 ， 为 了 能 容纳 数量 相当 大 的 单元 ， 我 们 将 空间 分 成 
若干 格 点 ,若是 一 维 问题 ,可 以 在 一 条 线 上 分 成 好 多 相等 的 等 
.分 ， 每 个 等 分 就 可 以 代表 一 个 细胞 单元 ， 老 是 二 维 (或 三 维 ) 
问题 则 将 空间 分 成 若干 况 格 。 例 如 国 级 盘 上 有 18 x 18 个 格子 
共 19 x 19 个 格子 点 ， 每 个 点 上 可 以 放 白 的 或 黑 的 棋子 ， 大 型 
.团体 操 在 足球 场 上 划分 出 好 多 格子 。 每 个 人 占据 一 个 格子 。 
当然 格子 可 以 是 正方 形 的 ， 可 以 是 三 角形 的 ， 也 可 以 是 六 角 
形 的 。 

第 二 ， 每 个 细胞 的 状态 仅 有 天 种 ， 并 用 文字 ca, (一 维 )， 
.ap 7 《二 维 )，arix( 三 维 ) 表 示 ， 在 数学 上 为 了 区 分 R 种 不 
不 同 的 状态 ， 这 里 文字 4 可 以 用 离散 的 数字 0，1,，2， 3，*… 
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… 等 4 个 数字 表示 。 细 胞 的 状态 只 取 其 中 的 一 个 数字 。 例 如 
雪花 中 的 冰 细 胞 用 1 表示 ， 汽 细胞 用 0 表示 ， 图 棋 中 的 黑子 和 
白 子 分 别 用 1 和 0 表示 。 

第 三 ， 根 据 物 理 考 屿 ， 制订 客 点 上 的 细胞 是 如 何 演化 的 
规则 。 前 面 已 经 提 到 ， 该 细胞 如 何 演化 是 和 几 0 
2 上 的 状态 在 t 时 刻 设 为 a1''?， 

它 仅 和 左右 两 个 邻居 有 关 ， 则 制订 的 某 一 规则 为 

a = ot) (9.1) 
上 式 说 明 ， 若 左右 两 个 邻居 在 t- 1 时 刻 的 状态 相同 ， 例 如 
4 =1，a1 =1 或 ai =0，ai =0， 则 该 细 
胞 下 一 时 刻 的 状态 就 为 用 数字 o，”′ = 0 代表 的 状态 。 若 左 
右 两 个 邻居 的 状态 不 同 ， 例 oj 抹 =0，ai0 =1， 则 该 
:细胞 的 状 访 就 为 用 o; ”= 1 数值 代表 的 状态 ,应 该 注意 (9.1) 
式 右 端 mod2， 代 表 二 进 制 的 加 法 ， 虽 


0+0=0, 171=0, 0+1=1 (9.2) 
一 般 制订 规则 和 sn 个 邻居 有 关 ， 可 以 表 为 

‘~1) yt) Ci 
=f(a 1 a a a a )(9.3) 


i~! [a 


对 二 维 或 三 维 细胞 自动 凯 有 类 似 的 表达 丈 。 

应 该 注意 到 ， 如 果 细 胞 的 状态 有 的 种 ， 有 ?个 邻居 ， 那 么 
这 种 规则 共有 天 “" 种 ,这 是 非常 大 的 数字 。 例 如 若 细 驳 只 有 两 
种 状态 《例如 0 和 1) ,人 =2 且 有 了 劝 个 邻居 Cn= 4) ， 那 么 组 
胞 状态 演化 的 规则 多 达 65536 种 。 若 开 = 2，n = 8 则 有 1077 种 
讽 则 。 

归纳 说 ， 细 胞 自动 机 中 空间 是 离散 的 ， 时 间 也 是 离散 
的 ， 系 统 的 状态 也 是 离 敬 的 , 即 是 布尔 (Boolean) 化 的 。 细 
胞 自动 机 实际 上 是 一 种 布尔 化 的 离散 的 动力 系统 。 
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83 “探索 系统 复杂 性 的 简单 数学 模型 


既然 细胞 自动 机 抓 住 了 复杂 系统 的 特征 ， 因 此 它 是 描述 
复杂 的 自 组 织 现象 的 简单 模型 。 我 们 先 以 一 维 细胞 自动 机 为 
例 ， 说 有 明 它 不 仅 可 以 模拟 耗 散 系 统 中 的 四 种 吸引 子 ， 而 且 还 
我 们 在 一 直线 上 划分 若干 格 点 ， 每 个 格 点 上 的 细胞 不 是 
0 (白色 ) 就 是 1!〈 黑 色 ) 。 下 面 我 们 采用 不 同 的 规则 可 以 导 


得 四 种 不 同 的 形态 。 
规则 1， 细 胞 演化 由 前 一 时 刻 左 右 两 个 邻居 细胞 状态 决 
定 ， 规 则 为 
0+0=0, 1+1=1, 0+1=0 (9.4) 
则 状态 一 步 步 演化 如 图 9。1。 
-0 LBM Wl |[ Wl | 


| 
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图 9.1 均匀 稳定 的 整体 状态 


从 图 上 看 出 ， 每 个 格 点 局 部 都 按 规则 《9.4)》 演化 ， 祈 : 
始 时 刻 ! = 0 不 规则 的 整体 状态 ， 经 过 三 步 时间 演 化 以 后 ， 整 : 
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体 上 变 成 均匀 稳定 的 状态 ， 且 随时 间 不 变化 。 这 就 是 耗 元 系 
统 中 长 时 间 的 一 种 归宿 一 一 定常 吸引 子 。 
规则 2: 细胞 状态 由 左右 邻居 及 自身 决定 ,规则 为 若 左 右 
两 个 邻居 状态 为 0, 而 自身 状态 为 1， 则 下 一 时 刻 自身 就 为 1， 
其 它 情况 下 自身 都 为 0， 即 
010 僵 1， 其 它 0 (9.5) 
其 注 化 示意 如 医 9.2 


图 9.2 周期 的 整体 状态 

从 图 9.2 看 出 ，# = 1 步 以 后 整体 上 保持 四 个 格 点 上 是 
3( 黑 ) ， 而 其 它 格 点 上 是 0〈 白 )。 这 就 相当 于 耗 获 系 统 中 的 
另 一 吸引 子 一 一 周期 吸引 于 。 医 9.2 中 是 1=1 以 后 每 步 都 相 


若是 隔 一 步 相 同 ， 则 是 周期 2。 
i% 则 1 相同 於是 让 左 右 两 个 邻居 决定 ， 但 规则 


同 ， 即 居 期 1， 
规则 3， 和 六 
为 


0+0=0, 0+1=1, 1+1=0 (9.6) 
此 时 状态 连续 演化 医 为 图 9.3。 
从 图 9.3 看 出 ，! = 4 步 起 左右 两 边 出 现 了 和 # = 0 到 1 = 3 步 相 似 
的 结 询 , 这 种 相似 疆 构 还 会 扩散 下 去 .这 就 是 耗 获 系统 中 的 浑 
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图 9.3 自 相似 的 浑 沌 状态 


沌 吸引 子 结构 。 若 把 图 9.3 整 个 看 成 是 空间 分 布 ， 大 家 看 起 
来 像 著 名 的 谢 尔 宾 斯 基 海 绵 。 

规则 4 ， 设 状态 由 四 个 邻居 《左右 各 两 个 ) 加 上 自身 共 

个 格 点 决定 ， 规 则 为 若 五 个 数 中 有 

二 个 1 二 1， 四 个 1 坊 1， 其 它 为 0 (9.7) 
其 连续 演化 图 为 图 9.4。 从 图 9.4 看 出 ， 这 种 规则 演化 下 去 ， 
绝 大 多 数 初始 状态 长 成 葡萄 串 似 的 形状 ， 最后“ 死 掉 ”， 
象 图 9.4 左 边 在 t = 9 步 死 掉 ， 右 边 在 != 18 步 死 掉 。 对 于 芒 
些 初始 状态 则 系统 一 直 “ 活 ”下 去 ， 有 的 还 以 一 定 的 波 速 传 
揪 。 这 种 状态 是 过 去 耗 散 系统 中 未 发 现 过 ， 所 以 称 为 复杂 结 
构 。 有 人 认为 这 可 能 是 周期 型 向 深 沌 型 的 转 扎 。 

以 上 四 种 由 一 维 细胞 自动 机 产生 出 的 四 种 形态 只 是 大 量 
例子 中 的 几 个 典型 。 由 于 规则 变化 很 多 ， 产 生 的 形态 会 多 种 
多 样 ， 所 以 说 细胞 自动 机 是 产生 复杂 现象 的 简单 模型 .这 由 
种 状态 当初 始 条 件 稍 有 变化 (例如 只 变化 ! = 0 的 一 个 细 跑 )， 
其 最 后 状态 有 何 影响 呢 ?第 一 类 无 影响 ,第 二 类 只 影响 局 部 ， 
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图 9.4 复杂 结构 


第 三 类 极其 敏感 初 条 件 ， 但 仍 为 浑 沌 状态 ， 第 四 类 比 第 三 类 
还 要 敏感 初 条 件 。 


$4 二 维 细胞 自动 机 


对 于 晶体 生长 ， 生 命 现象 ， 凝 聚 态 ， 易 用 二 维 细胞 自 动 
机 讨论 。 
下 面 我 们 在 一 正方 形 的 19 x 19 的 格 点 中 央 , 放 五 个 黑子 ， 
它们 代表 一 种 生物 学 中 的 某 个 组 织 图 案 ， 这 个 图 案 我 们 规定 
” 技 如 下 规则 演化 ,在 每 个 格 点 上 如 果 它 的 左右 上 下 四 个 邻居 
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有 单数 个 黑子 ， 那 么 下 时 刻 该 洛 点 上 放 黑 子 ， 若 是 双 数 个 黑 
子 ， 则 下 时 刻 该 格 点 上 就 空 着 。 图 9.。5 是 演化 的 结 时。 从 图 
9.5 看 出 ，! = 2 的 图 象 实际 上 是 + = 0 图 案 繁殖 成 为 江 个 ， 
到 1 = 4 就 更 清楚 了 , 只 是 相互 之 间距 离 拉 开 了 。 但 是 由 于 演 界 
环境 的 限制 ， 边 界 上 不 准 放 子 ， 那 么 到 f= 8 时 ， 图 案 a，b， 
c，d 的 样子 比 起 它们 的 祖先 (f = 0) 来 就 有 了 变异 (图 中 空 
心 图 的 点 应 拿 走 ， 而 且 c 的 变异 最 大 。 到 + = 12 村 变异 后 的 
。 又 繁殖 成 四 个 e，f，g，h， 它 们 都 是 a 的 复制 品 ， 这 是 生 
物 学 中 自我 复制 的 基本 概念 。 

同样 ， 雪 花 的 图 象 也 可 以 用 二 维 细胞 自动 机 模拟 出 来 ， 
所 不 同 的 是 不 用 正方 形 网 格 ， 而 用 六 角形 网 格 。 每 个 格 点 上 
放 一 个 细胞 ， 它 们 不 是 冰 就 是 过 冷水 汽 。 为 了 方便 ， 冰 用 数 
字 1 ( 黑 点 ) 表示 ; 水 汽 用 数字 0 ( 白 点 ) 表示 。 初 始 状态 是 
网 格 中 心 只 有 一 全 冰 核 细胞 ， 它 是 冻结 核 ， 是 雪花 生长 
的 “种子 ”; 其 它 格子 点 上 均 是 水 汽 。 细 苞 瘦 化 的 规则 定 
为 “ 若 周围 天 个 细胞 的 数值 和 为 奇数 〈 即 二 进 制 的 1)， 则 下 
一 时 刻 该 细胞 取 为 水 相 ， 若 数值 和 为 偶数 ( 即 二 进 制 的 0)， 
则 下 一 时 刻 该 细胞 取 为 汽 相 。 这 种 “奇偶 ”规则 反应 了 雪花 
形成 过 程 中 的 物理 机 制 。 奇 数 〈 例 如 1) ， 表 示 该 细胞 周转 
只 有 一 个 冰 细 胞 ， 那 么 温度 降 到 一 定 程度 ， 细 胞 冻结 释放 潜 
热 就 可 以 迅速 通过 环境 扩散 出 去 。 若 为 偶数 〔 例 如 2 ，4， 
6)， 则 表示 该 细胞 周 痢 冰 编 钨 多 ， 因 而 谈 细胞 不 易 冻 结 ， 因 
为 潜 热 释放 不 出 去 。 图 9.6 就 是 按 “ 奇 个 ”规则 演化 的 前 四 
步 。 若 干 步 以 后 ， 一 个 漂亮 钓 雪 花 图 象形 成 了 ， 见 嗓 9.7。 
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图 9.6 雪花 形成 的 前 四 步 
$5 ”细胞 自动 机 的 应 用 


过 去 我 们 求解 物理 问题 ， 习 惯 
于 用 微分 方程 ， 找 其 量 的 变化 关 
系 ， 但 是 象 雪花 、 生 命 系统 骨 微 分 
“方程 来 描述 是 极其 困难 的 。 这 里 用 
时 细胞 自动 机 可 以 较为 简单 地 确定 其 
栈 9.7 细胞 自 洲 ” ”定性 性 能 。 例 如 化 学 反应 中 ， 如 果 
机 模拟 的 雪花 不 断 地 加 人 反应 物 且 有 产生 物 不 断 
输出 ， 那 么 在 第 一 章 我 们 已 经 看 到 ， 化 学 浓度 不 仅 有 时 间 
变化 ， 而 且 还 有 空间 变化 ， 会 出 现 图 案 象 螺旋 卷 的 反应 波 。 
如 果 我 们 采用 三 维 细胞 自动 机 网 格 (例如 20 x 20 x 20 ) 作 容 
器 ， 浓 度 分 0，1，2，3 档 ， 采 用 适当 的 反应 规则 ， 细 胞 自动 
机 就 能 把 反应 波 的 动态 在 计算 机 屏幕 上 显示 出 来 。 
现在 还 创造 了 一 种 格子 气 模型 ， 用 细胞 自动 机 去 解决 流 
体力 学 纳 维 -斯 托 克 司 方程 难以 求解 的 问题 。 过 去 我 们 习惯 
于 把 流体 看 成 是 连续 介质 ， 因 而 空间 中 的 每 一 点 设想 有 一 个 
平均 密度 、 上 压力、 温度、 速度 等 。 细 胞 自动 机 则 考虑 流体 的 
流动 是 由 粒子 相互 碰撞 (局 部 》 而 在 整体 上 表现 出 的 复杂 流 
形 。 正 象 大 型 团体 操 我 们 看 到 的 是 整体 上 的 造型 变化 ， 实 际 
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上 上 它们 是 由 每 个 局 部 的 相互 作用 而 形成 的 。 

我 们 设想 在 三 角形 网 格 中 (网 9.8), 其 格子 长 度 为 1 ， 每 
个 格子 点 上 最 多 有 六 个 粒子 ， 质 量 相同 ， 速 度 大 小 为 一 个 单 
位 ， 指 向 六 个 连接 方向 之 一 ， 并 用 数字 0，1，2，3 ,4， 
5 表示 ， 不 并 有 完全 相同 的 下 个 粒子 同时 占据 一 个 格 点 。 首 
先 每 个 粒 节 按 它 的 速度 指向 移动 一 格 走 到 最 邻近 的 格 点 ， 然 
后 如 果 正 好 有 两 个 粒子 以 相反 方向 对 准 同 一 格 点 运动 ， 则 发 
生 碰 撞 ， 于 是 按 规则 规定 改变 方向 (例如 逆 时 针 方向 转 60" ) 。 
用 细胞 自动 机 运算 足够 长 的 时 间 后 作 空间 ( 取 许 多 相 邻 格 点 ) 
和 时 间 〈 以 许多 根 继 时 刻 ) 的 统计 平均 ， 就 可 得 到 宏观 上 的 
流动 形式 ,加 9.9 就 是 用 细胞 启动 机 模拟 绕 品 村 的 流体 运动 的 


t 时 刻 t+1 时 和 
图 9.8 格子 气 细胞 磁 擅 规 则 
结果 ， 圆 柱 后 面 的 涡 旋 动 形 式 明显 可 见 。 


233 


rr + rr 


Tr sss. Fe 


NN -a nx 一 ~ 下 
Azeri 
NN NA Nj-a\ 
NN NN /ANIt+t. A 
-~ NANNYLAA NN t+ 
2 A 
fA NN 
opfAAv -ANNAfNN 

EE 
是 一 一 Fv A + 
en -一 一 一 一 一 ~ :resp 
a 


PD OE EP Fo PR EB 


图 9.9 用 格子 气 模 拟 圆柱 后 面 的 流动 


细胞 自动 机 由 于 运算 规则 对 每 个 格 点 都 一 样 ， 而 且 只 涉 
及 邻近 的 几 个 点 ， 所 以 是 大 规模 并 行 计算 机 的 思路 ， 这 比 目 
前 使 用 的 串 行 计算 机 更 接近 于 人 脑 。 由 于 是 并 行 计 算 ， 某 一 
小 部 份 坏 了 并 不 影响 整体 结果 ， 正 象 大 型 团体 操 ， 有 一 人 未 
按 导 演 规定 动作 做 ， 整 体 上 仍 是 一 幅 和 谐 的 图 象 。 

从 细胞 自动 机 可 以 产生 浑 沌 型 结构 状态 看 出 ， 细 胞 自动 
机 可 以 作为 一 种 随机 数 发 生 器 。 虽 然 规 则 是 确定 的 ， 但 时 间 
足够 长 以 后 、 每 一 步 的 整体 空间 状态 及 每 个 格 点 上 的 状态 都 
可 以 不 同 ， 就 象 随机 的 一 样 。 或 者 象 图 9.5 一 样 ， 若 t=0 少 
放 一 个 黑子 ， 部 么 长 时 间 以 后 的 状态 就 是 无 法 预测 的 了 。 很 
多 物理 系统 并 无 固有 的 随机 源 ， 而 随机 性 主要 是 通过 确定 性 
的 大 量 的 分 子 碰 擅 的 结果 。 这 也 许 是 渗流 的 原因 。 

相反 ， 若 在 细胞 自动 机 中 加 进 随机 成 分 ， 例 如 每 个 格 点 
上 的 值 以 一 定 的 概率 变化 ， 那 么 象 渗透 过 程 一 样 ， 每 个 格 点 
上 按 一 定 的 概率 以 两 种 可 能 的 规则 演化 ， 因 此 状态 就 有 可 能 
产生 不 连续 的 变化 ， 这 就 是 相 变 。 
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自然 界 是 复杂 的 ， 并 不 是 每 个 吸引 子 以 及 它们 的 吸引 盆 
都 分 得 一 清二 楚 ， 而 是 有 许 许多 多 吸引 子 ， 且 每 个 吸引 子 的 
吸引 盆 又 盘根错节 ， 相 互 渗透 。 细 胞 自动 机 说 明 ， 复 杂 现 象 
的 最 好 撕 述 就 是 其 本 身 ， 所 以 要 通过 细胞 自动 机 对 复杂 性 作 
模拟 及 概括 性 研究 ， 那 么 它 的 应 用 是 很 大 的 。 


86 ”细胞 自动 机 的 特色 


归纳 说 ， 细 胞 自动 机 的 特色 是 空间 、 时 间 以 及 函数 值 
(状态 〉 都 是 离散 的 ， 所 有 绍 驳 忆 规则 方式 排列 ( 即 均匀 的 ) 
并 以 一 定局 部 规则 演化 〈 即 同步 的 ) ， 整 体 上 显示 复杂 的 形 
态 。 这 里 也 体现 了 局 部 和 整体 的 关系 。 每 个 局 部 的 家 庭 或 工 
厂 以 一 定 的 方式 活动 ， 整 个 社会 显示 出 复杂 的 形式 。 

这 里 规则 上 体现 出 非 线性 的 相互 作 吨 ， 从 布尔 代数 规则 
(9.2) 式 就 可 以 看 出 ,0+ 0 可 以 是 0， 而 1 + 1 也 可 以 是 0 而 不 
是 2， 这 往往 是 自然 界 组 合 的 方式 。 这 里 也 把 确定 性 和 随机 
性 结合 起 来 ， 确 定 的 规则 可 以 产生 对 机 的 结果 ， 若 加 进 随机 
成 分 反而 易 得 到 确定 的 结果 。 

下 面 我 们 列 出 一 些 系统 ， 以 和 细胞 自动 机 相 区 别 ， 

偏 微分 方程 ， 时 间 、 空 间 、 函 数值 连续 。 

有 限 差 分 方程 ， 函 数值 连续 。 

动力 自 旋 (Dynamic spin) 系 统 ， 规 则 是 概率 后 ， 演 化 

是 非 同 步 的 。 

渗透 系统 : ”规则 本 质 上 是 概率 的 。 

马尔 科 夫 (Markov) 随机 场 ， 质 点 的 位 置 和 速度 是 连 

续 的 。 

迭代 映射 . 非 局 部 的 运算 。 


但 以 上 系统 和 细胞 自动 机 也 有 联系 ， 吏 在 用 细胞 自动 机 可 以 
解 偏 敏 分 方程 (如 泊 检 方程， 扩散 方程 ， 伯 格 (Burger) 方 
程 等 ) 。 又 如 若 把 映 射 用 于 空间 的 格子 点 上 ， 则 可 以 用 来 研 
究 非 平衡 相 变 和 庙 流 的 间歇 性 等 。 
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可 和 


第 十 章 复杂 现象 研究 综述 


$1 复杂 系统 的 研究 方法 


前 九 章 我 们 归纳 了 研究 非 线性 复杂 现象 的 一 些 概 念 和 方 
波 ， 这 都 是 近 20 年 的 研究 成 果 ， 本 节 把 目前 研究 复杂 系统 的 
方法 综合 如 下 。 
1 黑箱 方 法 . 有 
这 种 方法 把 复杂 系统 仅仅 考虑 为 对 其 个 输入 的 响应 ， 这 
种 响应 就 是 输出 。 例 如 冰期 和 间 冰 期 10 万 年 周期 的 变化 可 以 
看 成 是 对 轨道 参数 作为 输入 的 一 种 响应 。 若 以 式 子 表示 ， 输 
出 o 是 输入 i 的 函数 ， 即 
o=f (GD 010.1) 
实际 上 这 种 关系 常常 以 表 的 形式 出 篇 出 。 
现 , 见 图 10.1。 x TT TD 
该 方法 有 如 下 几 种 困难 : 区 上 HERHHHH 
(a) 有 许多 种 的 输入 和 输出 一 x 
因而 要 找 出 一 般 的 规律 是 锣 难 的 。 
。 (b) 甚至 一 个 输入 可 以 引起 
不 同 的 输出 ， 这 就 必然 要 导致 假设 黑箱 的 内 部 状态 是 重要 
的 。 
《ce) 在 重要 的 情况 下 ， 没 有 任何 输入 而 显示 出 输 出 。 
例如 和 人 脑 的 反省 过 程 看 来 就 没有 任何 输 火 ， 这 使 得 ， (f0。17 
式 毫 无 意义 。 


图 10.1 黑箱 方法 
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2, 还 原 方法 
这 种 方法 将 复杂 系统 分 解 为 它们 的 单元 ， 例 如 ; 


分 解 
气体 一 分子 
晶体 一 原子 (10.2) 
人 脑 -一 神经 元 
组 织 -一 细胞 
下 一 步 就 是 分 析 单 元 的 性 质 ， 我 们 希望 借助 于 单元 的 性 质 来 
了 解 整个 系统 的 性 质 。 这 个 方法 在 许多 情况 下 是 相当 成 功 
的 ， 但 是 ， 基 本 困难 是 宏观 层次 上 的 性 质 不 同 于 单元 的 性 
质 。 例 如 物理 中 的 气体 在 宏观 层次 上 有 压力 和 温度 的 性 质 ， 
但 在 微观 层次 上 我 们 只 能 描述 原子 的 速度 和 位 置 ， 却 没有 压 
力 、 温 度 这 些 概念 。 
另外 在 许多 系统 各 个 部 份 之 间 的 协作 作用 对 宏观 形态 
是 重要 的 ， 比 起 单元 的 性 质 要 重要 得 多 。 
3。 统 计 方 法 
”最 典型 例子 是 气体 ， 我 们 不 能 记录 个 别 原子 的 位 置 和 速 
度 ， 但 是 我 们 可 以 考虑 速度 的 概率 分 布 P〈") ， 在 统 计 力 
泽 EP- Cb 汪 好 以 导 出 ， 那么 整个 气体 的 性 质 可 以 通过 合适 
欧 开 : 来 待 *; 现 如 平均 动能 为 


本 mo -Ps usdu ao 


加 是 一 个 气体 原子 质量 ， 在 沦 疯 层 次 上 上 我 们 现 测 到 的 是 温 
上 度 ， 故 


2 1 7 (10.4) 


其 中 h 是 波 耳 站 要 常数 ， 7 是 绝对 湿度 。 这 样 就 把 微观 量 v 与 
宏观 量 7 连 接 了 起 来 。 若 仍然 不 知道 某 个 微观 状态 的 概 


238 


率 分 布 P， 那 么 信息 锁 为 
S= -EPinP, (10.5) 

可 以 用 最 大 焙 原 理 来 决定 忆 

4。 协 同学 方法 

该 方法 认为 微观 元 素 通 过 自 组 织 形成 宏观 状态 而 没有 特 
定 的 外 部 影响 。 贝 纳 对 流 状态 并 不 是 外 界 强 加 的 结果 ， 而 仅 
仅 是 间接 的 触发 。 根 据 奴役 原理 ， 一 旦 宏观 的 序 参量 给 出 ， 
那么 微观 单元 的 形态 就 确定 了 ， 见 图 10.2。 


图 10.2 奴役 原理 示 局 图 


该 方法 将 大 量 自由 度 消 去 。 用 序 参量 控制 的 方程 ， 当 外 界 控 
制 参数 变化 时 可 以 经 历 很 多 不 同形 态 。 ， 

5。 信 息 论 方法 

该 方法 认为 复杂 系统 进行 的 过 程 都 是 系统 的 各 个 部 份 


《 子 系 统 ) 信息 交换 的 结果 。 信 息 定 义 为 
J 了 -= -居民 PilnPy (10.6) 
其 中 天 是 常数 ， 己 ,是 出 现 用 指标 7 指示 的 符号 的 相 .对 频率 ， 
它 可 以 相当 好 地 解释 为 状态 ;的 概率 。 第 六 章 我 们 已 经 看 到 ， 
信息 也 是 浑 沌 的 量度 。 
6, 演 化 方法 
按照 达尔 文 进 化 论 ， 从 低级 的 复杂 性 向 高 级 的 复杂 性 的 
:演化 的 机 制 要 进行 三 个 步骤 ， 
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变异 ， 繁 殖 ， 选 择 ， 
如 何 证 过 竞争 而 选择 ? 繁殖 和 复制 有 何 关系 ? 细 站 让 机 窗 
氢 的 规则 据 示 由 这 些 问 区 的 一 些 线索 。 
7. 模 拟 方法 
可 以 说 细胞 自动 机 是 模拟 复杂 现象 的 简单 模型 。 另 外 我 
位 论述 过 用 时 间 序 列 重 新 构造 一 个 吸引 子 并 计算 其 李 雅 普 诺 
夫 特 征 指数 及 维 数 ， 这 也 是 一 种 模拟 。. 


$2 地球 系统 尺度 的 多 样 性 


地 球 系统 包括 大 气 、 海 洋 、 地 过 :地 幅 、 生 物 等 子 系统 ， 
它们 之 间 通 过 能 量 和 动量 交换 ， 通 过 生物 化 学 循环 进行 相互 
作用 而 出 现 范围 很 宽 的 各 种 时 间 尺 齐 的 运动 形式 。 

百 万 年 的 时 间 尺 度 ， 包 括 地 如 运动 ， 板 块 运动 ， 造 山 运 
动 和 火山 活动 ， 和 毕 命 的 演化 以 及 相伴 的 大 气 化 学 成 份 的 变化 
等 ;千年 的 时 间 尺 度 ,包括 冰期 和 介 冰 期 之 疝 的 振荡 以 及 相伴 . 
的 生物 种 群 分 布 的 变化 ， 地 球 轨道 的 变化 等 ;十 年 到 百年 的 
时 间 尺 度 ， 包 括 气 修 变 化 ， 大 气 的 化 学 成 份 (如 CO:), .地表 
枯 干 的 形式 等 ， 天 到 季 的 时 间 尺 度 ， 包 括 天 气 变 化 ， 海 洋 环 
流 襄 旋 ， 极 地 冰 完 的 增长 或 溶化， 地表 径流 量 ， 植 物 生 长 的 
年 循环 ， 各 种 辐射 过 程 等 ， 秘 到 小 时 的 时 人 间 尺 度 ， 包 括 地 表 
的 质量 、 动 量 和 能 量 通 量 ， 积 云 对 流 等 。， 

、 磺 于 地 球 系统 有 各 科 痢 祥 的 时 间 尺 度 ， 所 以 在 研究 复杂 
形态 时 ， 必 须 考 虑 各 个 子 系统 之 间 的 相互 作用 ， 例 如 大 气 海 
洋 之 间 的 热 交换 ， 土 壤 和 植物 之 间 的 营养 交换 等 。 同 时 还 必 
和 须 模拟 所 考虑 的 某 时 间 尺 度 与 另 一 个 时 间 尺 庶 之 间 风 相 万 作 
履 。 显然 我 们 不 能 及 越 整个 时 间 尺 度 来 研究 ， 而 应 该 芳 容 尺 
度 的 层次 或 等 级 ， 把 相对 于 我 们 所 研究 尺度 的 比较 慢 的 演化 
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过 程 可 以 看 成 是 固定 的 、 而 把 比较 快 的 演化 过 程 消 去 或 用 统 
计 或 参数 化 方法 处 理 。 图 10.3 表 了 明 地 球 系 统 中 一 个 流动 模式 
的 各 个 元 素 。 


二 10.5 ”地球 系 统 由 一 个 流动 次 式 的 抱 喜 


例如 对 于 24 小 时 尺 麻 的 天 气 预报 ， 我 们 可 以 把 外 界 的 能 量 通 
最 看 成 是 常数 ， 但 对 于 在 10 天 间 申 内 的 预测 我 们 必须 包括 演 
化 的 边界 热 交 换 ， 而 对 于 气候 模式 ， 我 们 则 必须 考虑 太阳 热 
量 纬 向 分 布 的 轨道 变化 。 一 

”“ 由 于 流体 流动 的 非 线性 性 质 ， 响 立 于 饮 动 它们 阴 变 化 强 
启 可 以 显示 出 不 同 的 形态 。 在 许多 情况 下 ， 从 一 个 形态 次 到 
另 一 个 形态 只 需要 控制 参数 产生 无 穷 小 的 变化 。 ， 

如 果 把 大 气 运动 能 量 主 要 集中 在 地 球 半径 的 尺度 ， 而 施 
蕉 尺度 是 毫米 量 级 ， 那 么 大 气 运 油 最 大 和 最 小 的 尺度 
10:。。 这 正 是 研究 大 气 运动 的 困难 所 在 ， 也 是 大 气 运 
住 的 原 医 。 


83 大 气 湛 流 的 一 个 借 看 
下 面 介绍 我 们 研究 的 一 个 湾流 模型 ， 说 明 分 盆 和 尝 沌 在 
大 气 中 的 应 用 ， 并 由 此 说 明 研 究 复杂 现象 是 有 希望 的 。 
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伯 格 在 1948 年 普 提出 一 个 庙 流 模型 ， 集 纪 平 在 1962 年 其 
推广 到 大 气 中 去 解释 小 尺度 对 流 和 环境 的 相互 作用 ; 得 由 于 
当时 并 不 知道 分 倪 分 析 和 浑 浅 ， 所 以 他 们 并 未 用 来 解释 灌流 
现象 。 我 们 首先 用 分 盆 分 析 方 法 找到 了 湛 流 发 生 的 条 件 ， 并 - 


解释 了 重力 内 波 和 灌流 的 相互 作用 。 
该 模型 的 基本 方程 组 为 
dr U 和 
( HS =P -Hp = Wds 
a se v0 一 wo +pB0 


| 

J 

| a 0- 2 od (10.7> 
[人 Se 920 ,90 

: & 9z2 Dz 

其 中 (1)，T(1) 表 示 对 高 度 平均 过 的 水 平 速 度 和 温度 ， 
w(z,1)，9 (z2，t) 为 扰动 垂直 速度 和 温度 。P 了 和 Q 是 用 于 
维持 初始 平均 运动 U ,和 平均 温度 7。 所 需 的 气压 梯度 力 和 热 
量 ， 带 ?的 项 代表 粘性 耗 散 ， 第 四 个 方程 实际 上 应 该 用 热 伟 
导 系 数 k 而 不 是 wy， 五 是 扰动 的 垂直 厚度 。 方 程 组 (19.7) 表 
明 ， 它 是 一 个 非 线性 耗 散 动 力 系统 ,而且 反 应 了 基本 场 U， 
和 扰动 场 w，69 的 相互 作用 。 〈10.7) 式 的 第 一 和 第 三 式 说 


朋 ， 护 动 的 动量 输送 声 】 *d= 和 热量 输送 入 | ,wbdz 可 以 


政变 基本 场 。 反 过 来 ， 基 本 场 U 和 7 的 垂直 输 运 Uw 和 Tw 
又 会 影响 抗 动 场 。 同 时 〈10 .7) 式 中 还 包含 有 重要 的 温度 


98 . 
平流 az 
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#4 
{=w, 《tr ) sin 二 入 
令 


9=0(t) sin TF -bg.(bsin277 


将 (10.8) 式 代 人 (190.7〉 式 并 无 因 次 化 得 到 


py ; 
Xi1=T-2X1 一 六 和 2 
Xs = (Rexi -ma2)xs 十 xl (10.87 


. a 
Xs3=1—-Xs— 2 2%4 


i ’ 

X= c(xs re — XXs 
sk 

1 。 T 

Xs = 一 472X5 + 到 Rexsxs 


\ 


U 下 PH Hn 
式 中 aD 4 UT 


wa 9. ， 


i 
vP: H-p-! 


,RiRe? ve g i 
Pp 3 Yo=- » 人 = 了 ， ?为 绝热 递减 率 ， 了 为 


平均 温度 ， 符 号 “。?” 表示 对 无 因 次 时 间 r 的 微 产 。 
， 方 程 组 〈10.8) 式 实际 上 包括 了 三 个 控制 参数 ， 雷 诺 数 


Re， 里 查 逊 (Richardson) 数 Ri 和 普 朗 特 数 Pr = 工 (现在 
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Pr = 1)。 若 没有 温度 平流 项 ww 区 ， 则 = = 0， 若 又 不 芳 卡 


车 本 速度 场 (x: = 0) 和 基本 温度 场 (x =0)， 则 (10.8) 
式 就 化 为 著名 的 洛 伦 兹 方程 。 所 以 从 物理 上 讲 ， 洛 伦 兹 方程 
只 反映 基本 温度 场 ( 上 下 板 之 间 温 差 所 代表 的 莱 雷 数 ) 变化 
后 扰动 之 间 的 关系 ， 但 缺少 扰动 对 基本 场 的 反馈 作用 。 为 了 
简化 起 见 ， 我 们 先 设 *s=0, 我 们 分 析 (10,8) 式 的 定常 
状态 ， 令 xi = X= x 0， 导 得 


(Os (xxasxssx) = (1,7,1,0) 


| 1 se 
DR (RE =( 主 5 RS -sv1-4Ri 


CG-1tv -ARi = (10.9) 


Re -1+ v1 sR -ARi 


从 (10.9) 式 看 出 ， 害 常 状态 0 代表 无 抗 动 场 的 基本 场 ， 定 
常 状态 7 存在 的 必要 条 件 是 Ri< 1 。 
现在 分 析 定 党 状态 0 的 交 定 性 ， 它 的 省 可 比 生 降 的 形式 


为 
仁 = 0 0 |] 
0 Re-zx? 0 Ll 
J= 0 0 三 | (10.10) 
:0 -Sie 0 -zx’ 
、 “ 
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:等 征 值 为 

“41=42= -1 
_ (Re—-27x?)+RevV1-1Ri 
加 2 


R= 

| (10.11) 
-根据 分 信条 件 )s ,的 实 部 穿 过 虚 轴 ,所 以 当 Ri> 1 时 ， 志 夫 
分 贫 条 件 是 Re = 2r:。 当 Re< 荆 时， 又 型 分 贫 的 条 件 是 


At 2 
Ri=Re (Re - x?) 《10.。12) 


这 样 在 参数 平面 (Ri，Re) 上 ， 直 线 Re =24 和 4 和 网 纺 
《10。12〉 将 大 气 运动 分 成 四 个 区 域 ， 见 图 10.4。: 计 算 机 土 


态 在 参数 平面 (Ri，Re) 
上 的 分 布 
计算 表 上 及 ， 区 域 0 是 定常 吸引 子 。 区 域 P 是 周期 吸引 子 ， 它 
代表 内 重力 波 。 区 域 了 是 不 稳定 的 定常 状态 ， 当 xs 关 0 时 我 
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们 已 算出 浑 沌 状态 ， 它 代表 浇 流 区 域 。 区 域 T- 了 代表 灌流 
和 周期 区 之 间 的 过 泪 区 ， 它 兼 有 湛 流 和 波 的 特点 ， 或 间 软 洪 


流 区 。 而 且 分 析 表 明 ， 初 始 天 Ri> 了 ， 此 时 是 周期 波动 次 
状 ， 经 过 一 段 时 间 演 化 以 后 扰动 给 基本 场 以 反馈 而 使 Ri 小 于 
到， 而 形成 江波 状态 ， 这 反应 了 波 和 谐 流 之 间 的 相互 作用 。 


84 微观 浑 沌 和 宏观 浑 沌 
大 家 知道 经 典 热力 学 是 建立 在 分 子 杂 乱 无 章 的 运动 基础 
上 的 ，. 所 以 可 以 叫做 分 子 浑 沌 。 而 现在 已 经 发 现在 我 们 的 宇 
窗 中 以 及 生命 组 织 的 微观 字 宙 中 却 出 现 宏观 浑 沪 。 图 10。5 比 
较 了 这 两 者 的 相同 之 处 和 差异 。 


K olm ogiorov- 
炉 
《过程 了/ 


《 平 竺 结构 》 《 耦 收 结构 》 、 


图 10.5 微观 浑 注 和 宏观 浑 沌 


技 中 向 上 第 头 指示 粹 增加 或 对 称 性 增加 的 方向 。 所 以 从 最 上 
部 到 下 部 分 别 是 空间 均匀 情况 、 空 间 图 象 、 时 间 振 荡 (前 
律 》 和 浑 浅 。 向 上 箭头 左边 是 热力 学 的 世界 或 叫 平衡 结构 ， 
温度 作为 横 坐 标 或 无 因 次 能 量 密度 。 高 温 时 是 顺 磁性 的 无 极 
化 状态 ， 而 降低 温度 到 居 里 点 Te， 降低 空间 .对称 状态 而 导 
致 铁 磁 图 象 。 向 上 箭头 的 右边 是 远离 平衡 的 耗 散 结构 ， 其 模 
坐标 为 驱动 通 量 或 无 因 次 的 热 通 量 了 ;~ 贝 纳 对 流 中 当代 
表 莱 雷 数 ) 较 小 时 ， 流 体 处 于 热 以 传导 方式 下 的 均匀 静止 状 
态 ， 当 R> Re 后 出 现 对 流 的 滚动 图 象 结构 。 这 两 个 阶段 和 平 
衡 结构 相 平行 。 在 进一步 增加 R 时 ， 就 处 于 远离 平 衡 的 状 
态 ， 在 R= Rs 时 对 流 上 迭 加 一 个 时 间 振 荡 (极限 环 )， 到 
怀 = R, 达 到 非 周 期 的 油 流 状态 ， 这 就 是 宏观 浑 沌 的 典型 例 
子 。 当 增加 时 ， 系 统 的 对 称 性 在 连续 的 分 贫 点 处 降 低 ， 
皂 浑 沌 的 对 称 性 低 于 周期 状态 的 对 称 性 ， 正 如 图 中 向 下 的 曲 
线 所 示 。 | 

正 象 在 平衡 结构 中 我 们 看 到 ， 当 微观 上 的 对 称 性 全 你 
(分 于 杂乱无章 )， 宏 观 上 看 其 对 称 人性 就 愈 高 (均匀 状 态 ) 。 
在 耗 散 结构 中 ， 安 观 上 浑 沌 的 对 称 性 愈 低 ， 那 么 巨 观 上 浑 沪 
芍 对 称 性 就 愈 高 。 正 象 在 平衡 结构 中 引进 波 耳 兹 曼 - 吉 布 斯 
(Gibbs》 粹 测量 宏观 状态 的 对 称 性 一 样 ， 我 们 现在 引进 了 
哥 尔 莫 蕊 洛 夫 焙 作 为 巨 观 上 测量 对 称 性 的 量度 。 

作 了 如 上 的 对 比 以 后 ， 热 力学 上 是 研究 能 量 的 输送 过 
程 ， 宏 观 浑 沌 实际 上 是 研究 信息 的 输送 过 程 。 有 人 提出 层 流 
和 谐 流 的 共同 点 是 能 量 是 由 大 尺度 输送 到 小 尺 度 ， 不 同 点 
是 ， 层 流 是 大 尺度 向 小 尺度 输送 信息 ， 消 济 是 小 尺度 交大 尺 
度 输 送信 息 ， 见 图 10.6。 


能 量 小 尺 窗 ” 


(b) 条 源 
图 地 ,6 层 流 和 洪流 的 能 量 和 信息 传递 方向 


248 


K4? 
£5) 


£6) 


7) 
{87 


C9). 


5107 


参考 书目 


Schuster, H.G,., Deterministic Chaos, An Introductionv 
Springer-Verlag，1984 。 

Mandelbrot, B. B., The Fractal Geometry of Nature, 
Freemann, 1982. 

Peitgen, H. O. and Richter, P. H., The Beauty of 
Fractals, Springer-Verlag, 1986. 

之 科 里 斯 ， 普 利 高 津 ， 探 索 复 杀 性 ， 四 川 教育 出 版 社 ， 1986。 
Guckenheimer, J., and Holmes，P。J.，Nonlinear Osci- 
llations, Dynamical Systems and Bifurcations of Vector 
Fields, Springer-Verlag, 1983. 

Kebicek, M., and Marek,M., Computational Methods ia 
Bifurcation Theory and Dissipative Structures, Spring- 
er-Verlag，1983 . 

Hao Bai-Lin( 都 柏林 )，Di:rections in Chaos，WSPC，1987。 
Abraham, R.H., and Shaw, C. D., Dynamics:The Geo- 
metry of Behavior, Aeriaj Press Inc,，1983。 

Yelo, G,, Regular and Chaotic Motion in Dynamical 
Systems，Plenum，1985。 

Swinney, H.L.,Hydrodynamic Instabilities aad the Tr- 


ansition to Turbulence, Springer-Verlag, 1981. 


249 


